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1 . はじめに

筆者は以前『同じサイズの３つの木が極大平面的グラフ

にパッキング可能かどうかという問題』を以下の「問題Ａ」

として提起・考察した36)。

問題Ａ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，Gを頂

点の数が nで，辺の数がm=3n−6となるような任意の

極大平面的グラフとする。このとき，辺の数がすべて

n−2であるような３つの任意の木 T，T，Tは Gにパッ

キング可能であるかどうか。

｢問題Ａ」を考察した結果を述べる前に，まずグラフの

パッキングに関する問題について，歴史的経過を交えて説

明する。

k個のグラフの集合 H，H，....，Hがグラフ Gにパッ

キング可能であるとは，互いに辺を共有しないような部分

グラフ H，H，....，Hにより Gが構成できることを

いう。パッキングに関する問題としてよく知られている問

題に，理想木予想がある。この問題は Gyárfásと Lehelに

より提案され5),18)，特別なケース3),9),12),15-16),26),32,34)

を除いては現在も未解決である35)。なお，理想木予想と

は，以下のような問題である。

理想木予想：任意の整数 nについて，辺の数がそれぞ

れ 0，1，2，....，n−1であるような n個の任意の木 T，

T，....，Tは完全グラフ Kにパッキング可能である。

また，以下のような問題についても調べてみた。

問題Ｂ：任意の整数 nについて，辺の数がすべて nで

あるような 2n+1個の任意の木 T，T，....，Tは

完全グラフ Kにパッキング可能であるかどうか。

この問題については，T，T，....，Tが同型の場

合について1963年に Ringelにより「可能ではないか」と

いうことで提案され28-29)，Kotzigにより現在よく知られ

ている Ringel-Kotzig 予想として定着している29)。そ

して1967年に Rosaにより graceful labelingや rosy labeling
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Abstract

For any integer n≧3, let G be the maximal planar graph with n vertices and m=3n−6 edges, and, T and T be any two

trees with n−1 vertices and n−2 edges each other. If G contains T and T then we define the following subgraphs G′ and

G″ of G as follows. Let G′ be a graph obtained by deleting edges of T and T. Furthermore, let G″ be a graph obtained by

deleting isolate vertices of G′. In this paper, we consider the problem to determine whether there is a maximal planar graph G

such that T and T are contained in G and G″ is simple and connected subgraph with n−2 edges obtained from G, in the

3≦n≦7 case. As a conclusion, we can obtain that the answer of the problem is “yes”. In this paper, we discuss the detail of

our consideration as the following ⑴ and ⑵.

⑴ If n=7, T and T are star type trees as table 3.8 described below, and G is the maximal planar with 7 vertices and 15

edges as table 4.6 described below, then G can not contain T and T in the same time.

⑵ Otherwise, G can contain T and T, and G″ which is simple and connected subgraph with n−2 edges obtained from G.
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などのラベリングによる解法が提案されている29)が，や

はり特別なケース1-4),6-8),10-11),13-14),19-25),29-30),33),35)を

除いては現在も未解決問題である17)。このように，T，T，

....，Tが同型の場合ですら上記の「問題Ａ」は未解

決であるので，任意の T，T，....，Tについて「問

題Ｂ」は当然未解決問題である。このように，グラフのパッ

キングに関する問題は長年未解決なままの難解な問題が多

く存在する。

以上を踏まえて「問題Ａ」を考察した結果は以下の表

1.1〜1.3のとおりである（◯が可，×が否）。ただし，同

型でない木や同型でない極大平面的グラフの定義は第２章

に記述する。

ここで，n=3，4のときは n−2本の辺からなる木，n

個の頂点からなる極大平面的グラフはそれぞれ１種類であ

る。n=5のときは３本の辺からなる同型でない木は２種

類，５個の頂点からなる極大平面的グラフは１種類である。

n=6のときは４本の辺からなる同型でない木は２種類，

６個の頂点からなる同型でない極大平面的グラフは２種類

である。

表1.1 n頂点からなる極大平面的グラフの

パッキングの可否（n=3，4)

表1.2 ５頂点からなる極大平面的グラフの

パッキングの可否

上記表1.1及び1.2と下記の表1.3より，「問題Ａ」は

n=6の時点で不可能な T，T，Tの組合せが出現した

ため，可能な組合せに共通した性質が見つからない限り，

純粋な研究対象として議論を発展させていくことは難しい

ことが分かった。

そして，表1.1〜1.3より，以下のような「問題Ａ’」に

対しても否定的な答が得られることが分かった。

問題Ａʼ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，T，T，

Tを辺の数が n−2となるような３つの任意の木とする。

このとき，頂点の数が n，辺の数がm=3n−6，かつ T，

T，Tがパッキング可能であるような極大平面的グラフ

Gが必ず存在するかどうか。

表1.3 ６頂点からなる極大平面的グラフの

パッキングの可否

しかし，世の中には『汎用的な解法』は存在しなくても，

制約条件を強めたり弱めたり，あるいは構成要件を変化さ

せたりすることで，『限定的な解法』を得られることがある。

NP完全問題に対する近似アルゴリズムなどその代表的な

例である。

そこで，本稿では「問題Ａ及びＡ’」の条件を緩和した

以下の２つの問題について考察した。

問題Ｃ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，Gを頂

点の数が nで，辺の数がm=3n−6となるような任意の

極大平面的グラフとし，T，Tを辺の数が n−2であるよ

うな２つの任意の木とする。このとき，Gについて以下の

⑴⑵が成り立つかどうか。

⑴ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑵ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

問題Ｃʼ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，T，T

を辺の数が n−2であるような２つの任意の木とする。こ

のとき，頂点の数が n，辺の数がm=3n−6，かつ以下の

⑶⑷が成り立つような極大平面的グラフ Gが必ず存在す

るかどうか。

⑶ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑷ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺
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nの値 パッキングの可否

3 ◯

4 ◯

木の型 パッキング

の可否T T T

1 1 1 ◯

1 1 2 ◯

1 2 2 ◯

2 2 2 ◯

木の型
パッキングの可否

極大平面的グラフの型

T T T Ａ Ｂ

1 1 1 × ×

1 1 2 ◯ ×

1 1 3 ◯ ×

1 2 2 ◯ ×

1 2 3 ◯ ◯

1 3 3 ◯ ◯

2 2 2 ◯ ◯

2 2 3 ◯ ◯

2 3 3 ◯ ◯

3 3 3 ◯ ◯

3 3 3 ◯ ◯



からなる単純な連結グラフである。

考察の結果は以下の(A1)(A2)のとおりであり，以降の

章ではその詳細について述べる。

(A1) 3≦n≦6のとき，「問題Ｃ及びＣ’」の答はともに

“Yes”である。

(A2) n=7のとき，「問題Ｃ」の答は “No”，「問題Ｃ’」

の答は“Yes”である。

2 . 基礎的定義

グラフ Gは，頂点とよばれる有限な空でない要素の集

合 V (G)と，辺とよばれる V (G)の相異なるペアの部分集

合 E(G)からできている5)。特に，本稿では V (G)={v，v，

....，v}と表し，nを位数と呼び，頂点の個数とする。

明らかに n≧1である。このとき，E(G)は考えられるす

べての V (G)のペア (v，v)の部分集合となる。（ただし，

i=1，2，....，n−1，j= i+1，i+2，....，nである。）

また，E(G)の要素の数をmと表し，サイズと呼ぶ。ここ

で，文脈から明らかなときは，Gの頂点の集合，辺の集合

をそれぞれ単に V，Eしてもよい。

また，Gの任意の異なる２つの頂点 v，vについて，辺

(v，v)が存在するとき，vと vは互いに隣接していると

いい，辺 (v，v)は頂点 vと vを結ぶという。また，頂点

v，vはそれぞれ辺 (v，v)に接合しているという。この

とき，すべての i=1，2，....，n−1，j=i+1，i+2，....，

nについて， (v，v)≦1のとき Gを単純グラフといい，

そうでないとき多重グラフという。

Gの各頂点 v (i=1，2，...，n)に隣接している頂点の

個数 sのことを vの次数とよぶ。

以上がグラフに関する最小限の用語等の定義である。通

常ではグラフは図で表すと視覚的に非常に分かり易いが，

比較的広いスペースを要し，作図に手間と時間がかかるた

め，原則として下記の表2.1のような隣接表によりグラフ

を表現することにする。ただし，すべての整数 i=1，2，

....，n，j=1，2，....，nについて，以下の式［Ａ］を

満足する。

例１：V={v，v，v，v，v}，E={(v，v)，(v，v)，

(v，v)，(v，v)，(v，v)，(v，v)，(v，v)}とすると，

Gは以下の表2.2のように表すことができる。

このとき，n=5，m=7となり，各頂点 v，v，v，v，

vの次数はそれぞれ 2，3，3，3，3である。（例１終了）

表2.1 n頂点からなるグラフの隣接表

表2.2 題１の隣接表

次に，パッキングに関する定義を述べる。２つのグラフ

G=(V，E)と G′ =( V ′，E′ )に つ い て，V ′⊆V か つ

E′⊆Eであるとき G′は Gの部分グラフであるという。k

個のグラフの集合 H，H，....，Hについて，Gがグラ

フ H，H，....，Hによりパッキング可能であるとは，

互いに辺を共有しないような部分グラフ H，H，....，

Hにより Gが構成できることをいう。本稿の論考に関連

はあるが，主題ではないパッキングに関する記述はページ

数の関係で省略する。（先行論文36)を参照せよ。）

また，木とそれに関連する定義を述べる。u，vをグラ

フ Gの任意の２頂点とする。Gの u−v歩道とは，uで始

まり vで終わるような Gの頂点と辺が交互に現れる有限

列のことである。u=vまたは u≠vのとき u−v歩道はそ

れぞれ閉じているまたは開いているという。同じ辺が２度

以上現れない u−v歩道を u−v小道といい，同じ頂点が

２度以上現れない u−v歩道を u−vパスという。自明で

ない閉じた小道のことを回路という。同じ頂点が２度以上

現れない回路のことをサイクルという。グラフ Gのどの

２頂点 u，vについても u−vパスが存在するとき，Gは

連結であるという。木とはサイクルをもたない連結グラフ

のことである。u，vを木 Tの任意の２頂点とすると，

u−vパスは一意に決まる5)。

例２：以下の表2.3のようなグラフ Hや以下の表2.4の

ようなグラフ Hは木である。また，以下の表2.5のよう

なグラフ Hも木である。しかし，以下の表2.6のような

グラフ Hは木ではない。以下の表2.7のような Hの部分

グラフ Hはサイクルとなるからである。ここで，V (H)

＝V (H)={u，u，u，u，u，u}とする。（例４終了）
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点番号 v v v v v

v × ◯ × × ◯

v ◯ × ◯ ◯ ×

v × ◯ × ◯ ◯

v × ◯ ◯ × ◯

v ◯ × ◯ ◯ ×

次数 2 3 3 3 3

x=
○：vと vが隣接している場合

×：vと vが隣接してない場合
…［Ａ］

点番号 v v .... v

v x x .... x

v x x .... x

： ： ： .... ：

v x x .... x

次数 s s .... s



表2.3 例２のグラフ H

表2.4 例２のグラフ H

表2.5 例２のグラフ H

表2.6 例２のグラフ H

さらに，本稿での考察のために「構成可能性」という用

語を以下のように定義する。

「構成可能性」の定義：任意のグラフ Gと k個の連結

グラフの集合 H，H，....，Hについて，以下の(B1)(B2)

が成り立つとき「Gは H，H，....，Hにより構成可能

である」といい，そうでないとき「構成可能ではない」と

いう。

表2.7 グラフ H（Hの部分グラフ)

(B1) Gは互いに辺を共有しないように H，H，....，

Hを含むことができる。

(B2) Gから H，H，....，Hの辺を除去し，その結

果孤立点となった頂点も除去して得られた部分グラフ

Hは単純な連結グラフである。

隣接表と同様に，グラフ Gが連結な部分グラフ H，H，

....，Hより構成可能な場合，構成成分 E [H1]，E [H2]，

....，E [Hk]，E [H ]を以下の手順で作成する。

「構成成分」作成手順-1

Step 1：for (i=1；i≦k；i++) E[H]=Ø；

Step 2：E[H ]=Ø；

Step 3：for (i=1；i<n；i++){

for (j=i+1；j≦n；i++){

for (p=1；i≦k；p++){

if ((v，v)∈H)E[H]=E[H]∪{(i， j)}；

}；

if ((v，v)∈H )E[H ]=E[H ]∪{(i， j)}；

}；

}；

例３：Gを以下の表2.8のようなグラフとする。このと

き，Gは上記の表2.3と表2.4の木 H，Hより構成可能

であり，構成成分は

E[H]={(1，2)，(1，4)，(1，5)}

E[H]={(1，3)，(2，5)，(3，5)}

E[H ]={(2，3)，(2，4)，(3，4)}

である。H，Hは明らかに連結グラフであり，Gから H，

Hの辺を除去し，その結果得られる部分グラフ Hは

v=u (i=1，2，3)とすれば H=Hとなり，単純な連結

グラフだからである。（例３終了）

例４：Gを以下の表2.9のようなグラフとする。このと

き，Gは上記の表2.3の木 Hと下記の表2.10のような木

Hより構成可能ではない。理由は以下のとおりである。

まず次数の関係で，Gの頂点 vは Hの頂点 wとしなけ

ればならない。Hを以下の表2.11や2.12のように部分グ

ラフとして含むと，Hを部分グラフとして含むことがで

きない（“1”が Hの辺であることを表している）。Gが

H，Hをともに部分グラフとして含む場合は以下の表
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点番号 u u u u

u × ◯ ◯ ◯

u ◯ × × ×

u ◯ × × ×

u ◯ × × ×

次数 3 1 1 1

点番号 u u u u

u × ◯ × ×

u ◯ × ◯ ×

u × ◯ × ◯

u × × ◯ ×

次数 1 2 2 1

点番号 u u u u u u

u × ◯ ◯ ◯ × ×

u ◯ × × × ◯ ◯

u ◯ × × × × ×

u ◯ × × × × ×

u × ◯ × × × ×

u × ◯ × × × ×

次数 3 3 1 1 1 1

点番号 u u u u u u

u × ◯ ◯ ◯ × ×

u ◯ × ◯ × ◯ ×

u ◯ ◯ × × × ◯

u ◯ × × × × ×

u × ◯ × × × ×

u × × ◯ × × ×

次数 3 3 3 1 1 1

点番号 u u u

u × ◯ ◯

u ◯ × ◯

u ◯ ◯ ×

次数 2 2 2



2.13〜2.15の3とおりである（“1”が Hの辺であり，“2”が

Hの辺であることを表している）が，いずれの場合も残っ

た辺集合（◯で表現）とそれらに接合している頂点集合か

らなる部分グラフは連結グラフではない。（例４終了）

表2.8 例３のグラフ G

表2.9 例４のグラフ G

表2.10 例４のグラフ H

最後に，極大平面的グラフとそれに関連する定義を述べ

る。２つのグラフ G=(V，E)と G′=(V ′，E′)が同型で

あるとは，「ある Vから V ′への１対１写像 fが存在して，

Vの任意の２頂点 v，vに対して Eの辺 (v，v)が存在す

ることと E′の辺 (f (v)，f (v))が存在することが同値で

ある。」が成り立つことである。平面グラフとは，平面上

の頂点集合と，それを交差なく結ぶ辺集合からなるグラフ

のことである。平面グラフと同型のグラフを平面的グラフ

という。平面的グラフの位数を n，サイズをmとすると

n≧3かつm≦3n−6が成り立つ5)。また，平面的グラフ

Gについて，Gの隣接していないどのような頂点の組を辺

で結んでも平面的グラフでなくなるとき，Gを極大平面的

グラフという。極大平面的グラフについては n≧3かつ

m=3n−6が成り立つ5)。

表2.11 例４・Hを含むグラフ G ⑴

表2.12 例４・Hを含むグラフ G ⑵

表2.13 例４・H，Hを含むグラフ G ⑴

例５：以下の表2.16のようなグラフ Gは極大平面的グ

ラフである。しかし，以下の表2.17のようなグラフ Gや

表2.18のようなグラフ Gは極大平面的グラフグラフでは

ない（そもそも平面的グラフではない5)）。（例５終了）

以降の章では n個の頂点集合 V={v，v，...，v}と

m=3n−6個の辺集合 E={e，e，...，e}からなる極大

平面的グラフ Gといずれもサイズ n−2の任意の２つの木

T，Tについて，Gが T，Tがより構成可能である場合，

その構成成分の例 E [T1]，E [T2]，E [G″]を以下の『「構

成成分」作成手順-2』で作成する。ただし，G″は Gから

T，Tの辺除去したグラフからさらに孤立点を除去して

作成されたグラフである。
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点番号 v v v v v

v × ◯ ◯ ◯ ◯

v ◯ × ◯ ◯ ◯

v ◯ ◯ × ◯ ◯

v ◯ ◯ ◯ × ×

v ◯ ◯ ◯ × ×

次数 4 4 4 3 3

点番号 v v v v v v

v × ◯ ◯ ◯ ◯ ◯

v ◯ × ◯ ◯ × ×

v ◯ ◯ × ◯ × ×

v ◯ ◯ ◯ × × ×

v ◯ × × × × ◯

v ◯ × × × ◯ ×

次数 5 3 3 3 2 2

点番号 w w w w w

w × ◯ ◯ ◯ ◯

w ◯ × × × ×

w ◯ × × × ×

w ◯ × × × ×

w ◯ × × × ×

次数 4 1 1 1 1

点番号 v v v v v v

v × 1 1 1 1 ◯

v 1 × ◯ ◯ × ×

v 1 ◯ × ◯ × ×

v 1 ◯ ◯ × × ×

v 1 × × × × ◯

v ◯ × × × ◯ ×

次数 5 3 3 3 2 2

点番号 v v v v v v

v × 1 1 1 ◯ 1

v 1 × ◯ ◯ × ×

v 1 ◯ × ◯ × ×

v 1 ◯ ◯ × × ×

v ◯ × × × × ◯

v 1 × × × ◯ ×

次数 5 3 3 3 2 2

点番号 v v v v v v

v × 1 1 2 1 1

v 1 × ◯ 2 × ×

v 1 ◯ × 2 × ×

v 2 2 2 × × ×

v 1 × × × × ◯

v 1 × × × ◯ ×

次数 5 3 3 3 2 2



表2.14 例４・H，Hを含むグラフ G ⑵

表2.15 例４・H，Hを含むグラフ G ⑶

表2.16 例５のグラフ G

「構成成分」作成手順-2

Step 1：E[T]=Ø；E[T]=Ø；E[G″]=Ø；

Step 2：for (i=1；i<n；i++){

for (j=i+1；j≦n；i++){

if ((v，v)∈H)E[H]=E[H]∪{(i， j)}；

if ((v，v)∈H)E[H]=E[H]∪{(i， j)}；

if ((v，v)∈G″)E[G″]=E[G″]∪{(i， j)}；

}；

}；

表2.17 例５のグラフ G

表2.18 例５のグラフ G

以上の定義より，「問題Ｃ及びＣ’」はそれぞれ以下の「問

題 C1及び C2」と書き換えることができる。

問題 C1：n≧3を満たす任意の整数 nについて，Gを

頂点の数が nで，辺の数がm=3n−6となるような任意

の極大平面的グラフとし，T，Tを辺の数が n−2である

ような２つの任意の木とする。このとき，Gは T，Tよ

り構成可能かどうか。

問題 C2：n≧3を満たす任意の整数 nについて，T，

Tを辺の数が n−2であるような２つの任意の木とする。

このとき，頂点の数が n，辺の数がm=3n−6，かつ T，

Tより構成可能であるような極大平面的グラフ Gが必ず

存在するかどうか。

次章以降では，辺の数が１〜５の同型でない木の列挙，

頂点の数が３〜７の同型でない極大平面的グラフの列挙を

行い，その上で上記「問題 C1及び C2」を考察する。

3 . 同型でない木

本章では，k本の辺からなる木をすべて列挙する。ただ

し，kは 1≦k≦5を満たす整数である。なお，「第５章

本論の考察」の読み易さを考慮し，敢えて本来のグラフ表

現で記述する。

１本の辺からなる木は以下の図3.1のようなグラフ１種

類である。また，２本の辺からなる木は以下の図3.2のよ

うなグラフ１種類である。
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点番号 v v v v v v

v × 1 2 1 1 1

v 1 × 2 ◯ × ×

v 2 2 × 2 × ×

v 1 ◯ 2 × × ×

v 1 × × × × ◯

v 1 × × × ◯ ×

次数 5 3 3 3 2 2

点番号 v v v v v v

v × 2 1 1 1 1

v 2 × 2 2 × ×

v 1 2 × ◯ × ×

v 1 2 ◯ × × ×

v 1 × × × × ◯

v 1 × × × ◯ ×

次数 5 3 3 3 2 2

点番号 v v v v v v

v × ◯ ◯ × ◯ ◯

v ◯ × ◯ ◯ × ◯

v ◯ ◯ × ◯ ◯ ×

v × ◯ ◯ × ◯ ◯

v ◯ × ◯ ◯ × ◯

v ◯ ◯ × ◯ ◯ ×

次数 4 4 4 4 4 4

点番号 v v v v v v

v × × × ◯ ◯ ◯

v × × × ◯ ◯ ◯

v × × × ◯ ◯ ◯

v ◯ ◯ ◯ × × ×

v ◯ ◯ ◯ × × ×

v ◯ ◯ ◯ × × ×

次数 3 3 3 3 3 3

点番号 v v v v v

v × ◯ ◯ ◯ ◯

v ◯ × ◯ ◯ ◯

v ◯ ◯ × ◯ ◯

v ◯ ◯ ◯ × ◯

v ◯ ◯ ◯ ◯ ×

次数 4 4 4 4 4



３本の辺からなる木には以下の図3.3，図3.4のような２

つの型のグラフが存在する。

４本の辺からなる木には以下の図3.5〜3.7のような３つ

の型のグラフが存在する。

５本の辺からなる木には以下の図3.8〜3.13のような６

つの型のグラフが存在する。

4 . 同型でない極大平面的グラフ

本章では，n個の頂点とm=3n−6本の辺からなる極大

平面的グラフをすべて列挙する。ただし，nは 3≦n≦7

を満たす整数である。なお，「第５章 本論の考察」の読

み易さを考慮し，敢えて本来のグラフ表現で記述する。こ

のとき，各頂点は v，v，....，vと記述すべきであるが，

簡略化してそれぞれ 1，2，....，7と記述する。

３個の頂点と３本の辺からなる極大平面的グラフは以下

の図4.1のようなグラフ１種類である。
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図3.1 １本の辺からなる木

図3.2 ２本の辺からなる木

図3.3 ３本の辺からなる木（１型)

図3.4 ３本の辺からなる木（２型)

図3.5 ４本の辺からなる木（１型)

図3.6 ４本の辺からなる木（２型)

図3.7 ４本の辺からなる木（３型)

図3.8 ５本の辺からなる木（１型)

図3.9 ５本の辺からなる木（２型)

図3.10 ５本の辺からなる木（３型)

図3.11 ５本の辺からなる木（４型)

図3.12 ５本の辺からなる木（５型)

図3.13 ５本の辺からなる木（６型)

図4.1 ３頂点からなる極大平面的グラフ



４個の頂点と６本の辺からなる極大平面的グラフは以下

の図4.2のようなグラフ１種類である。

５個の頂点と９本の辺からなる極大平面的グラフは以下

の図4.3のようなグラフ１種類である。

６個の頂点と12本の辺からなる極大平面的グラフには以

下の図4.4，図4.5のような２つの型のグラフが存在する。

７個の頂点と15本の辺からなる極大平面的グラフには以

下の図4.6〜4.10のような５つの型のグラフが存在する。
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図4.2 ４頂点からなる極大平面的グラフ

図4.3 ５頂点からなる極大平面的グラフ

図4.4 ６頂点からなる極大平面的グラフ（Ａ型)

図4.5 ６頂点からなる極大平面的グラフ（Ｂ型)

図4.8 ７頂点からなる極大平面的グラフ（Ｃ型)

図4.7 ７頂点からなる極大平面的グラフ（Ｂ型)

図4.6 ７頂点からなる極大平面的グラフ（Ａ型)

図4.9 ７頂点からなる極大平面的グラフ（Ｄ型)



5 . 本論の考察

本章では，本稿の主題である「問題Ｃ及びＣ’」の考察

を行う。まず nが 3≦n≦6の場合についてまとめて考察

を行い，その後 n=7の場合について，極大平面的グラフ

の型別，２つの木 T，Tの型の組合せ別に考察を行う。

5.1 3≦n≦6の場合についての考察

まず 3≦n≦5を満たす整数 nについて，第１章の表1.1

及び表1.2の結果より，n個の頂点とm=3n−6本の辺か

らなる任意の極大平面的グラフ Gは n−2本の辺をもつ任

意の２つの木 T，Tより構成可能である。

次に n=6の場合を考察する。同様に第１章の表1.3の

結果より，６個の頂点と12本の辺からなるＢ型の極大平面

的グラフ Gは４本の辺をもつ任意の２つの木 T，Tより

構成可能である。また，表1.3の結果より，T，Tのどち

らか一方のみが１型の木であるか，両方とも１型の木でな

ければ，６個の頂点と12本の辺からなるＢ型の極大平面的

グラフ Gは４本の辺からなる２つの木 T，Tより構成可

能である。

最後に，T，Tがともに1型の木の場合も，構成成分

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)}

E[T]={(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)}

E[G″]={(3，4)，(3，5)，(4，6)，(5，6)}

を得るので，６個の頂点と12本の辺からなるＢ型の極大平

面的グラフ Gは４本の辺からなるともに１型の２つの木

T，Tより構成可能である。

以上の論考より，以下の定理が得られ，「問題Ｃ及びＣ’」

の答はともに“Yes”であることが分かった。

定理1.1：3≦n≦6を満たす任意の整数 nについて，G

を頂点の数が nで，辺の数がm=3n−6となるような任

意の極大平面的グラフとし，T，Tを辺の数が n−2であ

るような２つの任意の木とする。このとき，Gについて以

下の⑴⑵が成り立つ。

⑴ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑵ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

定理1.2：3≦n≦6を満たす任意の整数 nについて，T，

Tを辺の数が n−2であるような2つの任意の木とする。

このとき，頂点の数が n，辺の数がm=3n−6，かつ以下

の⑶⑷が成り立つような極大平面的グラフ Gが必ず存在

する。

⑶ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑷ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

以降の節で n=7についての考察を行う。

5.2 ２つの木 T1，T2 の型の組合せ

T，Tは５本の辺からなる木であるが，そのような木

は第３章の図3.8〜3.13の６つの型がある。本節では，T，

Tとして採り得るすべての組合せを以下の表5.1に列挙す

る。

表5.1 T，Tとして採り得る組合せ

5.3 Ａ型の極大平面的グラフに関する考察

７個の頂点と15本の辺からなるＡ型の極大平面的グラフ

について，上記表5.1のすべてケースを考察する。

上記表5.1のケースNo.1について考察：上記図4.6より，

７頂点からなるＡ型の極大平面的グラフ Gの最大次数で

ある次数５の３つの頂点 v，v，vは互いに隣接している

ので，Gはともに１型である図3.8のような木 T，Tを

同時に含むことはできない。よって，７頂点からなるＡ型

の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるともに１型の

２つの木 T，Tから構成可能ではない。
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ケース

No

木の型番号 ケース

No

木の型番号

T T T T

1 1 1 12 3 3

2 1 2 13 3 4

3 1 3 14 3 5

4 1 4 15 3 6

5 1 5 16 4 4

6 1 6 17 4 5

7 2 2 18 4 6

8 2 3 19 5 5

9 2 4 20 5 6

10 2 5 21 6 6

11 2 6 ―― ―― ――

図4.10 ７頂点からなる極大平面的グラフ（Ｅ型)



上記表5.1のケースNo.2について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，4)，(2，7)，(3，4)，(4，5)，(4，6)}

E[G″]={(2，3)，(2，5)，(3，6)，(3，7)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと２型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.3について考察：

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，7)}

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，3)，(3，4)，(3，7)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.4について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，3)，(2，5)，(3，6)，(3，7)，(4，6)}

E[G″]={(2，4)，(2，7)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.5について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，3)，(2，5)，(2，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(2，4)，(3，4)，(3，7)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.6について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，5)，(2，7)，(3，6)，(3，7)，(4，6)}

E[G″]={(2，3)，(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.7について考察：

E[T]={(1，2)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，4)，(2，7)，(3，4)，(4，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に２型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.8について考察：

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，4)，(3，7)}

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，4)，(2，7)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.9について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，7)}

E[T]={(2，3)，(2，5)，(3，6)，(3，7)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.10について考察：

E[T]={(1，2)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，3)，(2，5)，(2，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，3)，(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.11について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，6)，(1，7)，(2，4)}

E[T]={(2，5)，(2，7)，(3，6)，(3，7)，(4，6)}

E[G″]={(1，5)，(2，3)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.12について考察：

E[T]={(2，3)，(2，5)，(2，7)，(3，4)，(3，6)}

E[T]={(1，2)，(1，6)，(1，7)，(4，6)，(5，6)}

E[G″]={(1，3)，(1，5)，(2，4)，(3，7)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に３型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.13について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，7)，(3，7)}

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.14について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，7)，(3，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，3)，(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.15について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，7)，(3，7)}

E[T]={(1，2)，(1，3)，(2，5)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(2，3)，(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。
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上記表5.1のケースNo.16について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，5)}

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，4)，(2，5)，(3，4)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に４型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.17について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，5)}

E[T]={(1，2)，(2，5)，(3，6)，(4，6)，(5，6)}

E[G″]={(1，3)，(2，3)，(2，4)，(2，7)，(3，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.18について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，5)}

E[T]={(1，2)，(1，3)，(2，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(2，3)，(2，4)，(2，5)，(3，4)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.19について考察：

E[T]={(1，5)，(1，7)，(2，7)，(3，7)，(5，6)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，3)，(1，6)，(2，4)，(3，4)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に５型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.20について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，4)，(3，7)}

E[T]={(1，2)，(1，3)，(2，5)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(2，3)，(2，4)，(2，7)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる５型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.21について考察：

E[T]={(1，6)，(1，7)，(3，4)，(3，7)，(4，5)}

E[T]={(1，2)，(1，3)，(2，7)，(3，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，5)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＡ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に６型の２つの木 T，Tより構成可能である。

以上の論考より，「問題Ｃ」の答はこの時点で早くも“No”

であることが分かった。以降の節では，「問題Ｃ’」の答が

“Yes”かどうかを確かめるために考察を続けていくことに

する。（「上記表5.1のケース No.1がＢ型の極大平面的グラ

フが構成可能ならば，「問題Ｃ’」の答は“Yes”である。）

5.4 Ｂ型の極大平面的グラフに関する考察

７個の頂点と15本の辺からなるＢ型の極大平面的グラフ

について，上記表5.1のすべてケースを考察する。

上記表5.1のケースNo.1について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)}

E[G″]={(3，4)，(3，7)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に１型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.2について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)，(3，4)}

E[G″]={(2，3)，(3，7)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと２型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.3について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，3)，(2，5)，(2，6)，(3，4)，(3，7)}

E[G″]={(2，4)，(2，7)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.4について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，5)，(3，4)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(2，3)，(2，4)，(2，6)，(2，7)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.5について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(2，3)，(2，5)，(2，6)，(2，7)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.6について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，7)，(3，4)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.7について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，3)}

E[T]={(2，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)，(3，4)}
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E[G″]={(1，4)，(3，7)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に２型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.8について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，6)，(1，7)，(4，5)}

E[T]={(2，3)，(2，5)，(2，6)，(3，4)，(3，7)}

E[G″]={(1，5)，(2，4)，(2，7)，(5，6)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.9について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，4)}

E[T]={(2，5)，(3，4)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(2，3)，(2，6)，(2，7)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.10について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)}

E[T]={(2，4)，(3，4)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(2，3)，(2，6)，(2，7)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.11について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)}

E[T]={(2，7)，(3，4)，(4，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，5)，(2，3)，(3，4)，(4，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.12について考察：

E[T]={(1，4)，(1，6)，(1，7)，(2，4)，(4，5)}

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(3，4)}

E[G″]={(1，5)，(2，7)，(3，7)，(5，6)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に３型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.13について考察：

E[T]={(1，4)，(1，6)，(1，7)，(2，4)，(4，5)}

E[T]={(1，5)，(2，3)，(2，5)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(2，6)，(2，7)，(3，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.14について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(4，5)}

E[T]={(1，4)，(2，4)，(2，6)，(3，4)，(5，6)}

E[G″]={(1，3)，(2，3)，(2，7)，(3，7)，(6，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.15について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(4，5)}

E[T]={(2，3)，(2，7)，(3，4)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(1，4)，(2，4)，(2，6)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.16について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，4)，(6，7)}

E[T]={(1，6)，(2，3)，(2，5)，(4，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，3)，(2，6)，(2，7)，(3，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に４型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.17について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，5)}

E[T]={(1，4)，(2，4)，(2，6)，(3，4)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，7)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.18について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，6)，(4，5)}

E[T]={(2，3)，(2，7)，(3，4)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(1，4)，(2，4)，(2，5)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.19について考察：

E[T]={(1，5)，(1，7)，(2，7)，(4，5)，(5，6)}

E[T]={(1，4)，(2，4)，(2，6)，(3，4)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(1，6)，(2，3)，(2，5)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に５型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.20について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，4)，(2，6)}

E[T]={(2，3)，(2，7)，(3，4)，(5，6)，(6，7)}

E[G″]={(1，3)，(1，4)，(2，5)，(3，7)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる５型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.21について考察：

E[T]={(1，5)，(1，7)，(2，5)，(2，6)，(3，7)}

E[T]={(2，3)，(2，7)，(3，4)，(5，6)，(6，7)}
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E[G″]={(1，3)，(1，4)，(1，6)，(2，4)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＢ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に６型の２つの木 T，Tより構成可能である。

以上の論考より，「問題Ｃ’」の答はこの時点で“Yes”で

あることが分かった。以降の節では，構成可能なバリエー

ションをできるだけ増やすために，考察を続けていくこと

にする。

5.5 Ｃ型の極大平面的グラフに関する考察

７個の頂点と15本の辺からなるＣ型の極大平面的グラフ

について，上記表5.1のすべてケースを考察する。

上記表5.1のケースNo.1について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)}

E[G″]={(3，4)，(3，5)，(3，7)，(4，6)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に１型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.2について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，4)，(3，7)}

E[G″]={(2，5)，(3，4)，(3，5)，(4，6)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと２型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.3について考察：

E[T]={(1，3)，(2，3)，(3，4)，(3，5)，(3，7)}

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(2，4)，(2，5)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.4について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)，(4，7)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.5について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(3，7)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.6について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，6)，(3，5)，(3，7)，(4，6)，(4，7)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(3，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.7について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(4，7)}

E[T]={(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)，(3，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(3，4)，(3，5)，(4，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に２型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.8について考察：

E[T]={(1，4)，(2，4)，(3，4)，(3，5)，(4，7)}

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.9について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)，(4，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.10について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(4，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(3，7)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(2，3)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.11について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，6)，(1，7)，(2，3)}

E[T]={(2，6)，(3，5)，(3，7)，(4，6)，(4，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，5)，(2，4)，(2，5)，(3，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.12について考察：

E[T]={(1，3)，(2，4)，(3，4)，(3，5)，(4，7)}

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，6)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(2，3)，(2，5)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に３型の２つの木 T，Tより構成可能である。
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上記表5.1のケースNo.13について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.14について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(2，3)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.15について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(1，4)，(2，6)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(3，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.16について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に４型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.17について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(2，3)，(2，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.18について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(1，4)，(2，6)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(3，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.19について考察：

E[T]={(1，5)，(1，7)，(2，5)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(1，6)，(2，3)，(2，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に５型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.20について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，4)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(1，4)，(2，6)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，5)，(3，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる５型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.21について考察：

E[T]={(1，6)，(1，7)，(2，4)，(2，5)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(1，4)，(2，6)，(3，5)，(4，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，5)，(2，3)，(3，4)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＣ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に６型の２つの木 T，Tより構成可能である。

5.6 Ｄ型の極大平面的グラフに関する考察

７個の頂点と15本の辺からなるＤ型の極大平面的グラフ

について，上記表5.1のすべてケースを考察する。

上記表5.1のケースNo.1について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)}

E[G″]={(3，4)，(3，5)，(3，7)，(4，7)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に１型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.2について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(4，7)}

E[G″]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(3，7)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと２型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.3について考察：

E[T]={(1，3)，(2，3)，(3，4)，(3，5)，(3，7)}

E[T]={(1，4)，(1，6)，(1，7)，(2，6)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，5)，(2，4)，(2，5)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.4について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(2，4)，(2，5)，(2，6)，(3，7)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.5について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}
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E[T]={(2，4)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.6について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(3，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.7について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，3)，(2，4)，(3，5)，(2，6)，(4，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に２型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.8について考察：

E[T]={(1，3)，(2，3)，(3，5)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(1，6)，(1，7)，(2，6)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，5)，(2，4)，(2，5)，(3，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.9について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，3)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.10について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，4)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.11について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.12について考察：

E[T]={(1，7)，(2，3)，(3，5)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，6)，(2，6)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，5)，(2，4)，(2，5)，(3，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に３型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.13について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(2，3)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.14について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(2，4)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.15について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.16について考察：

E[T]={(1，6)，(1，7)，(2，4)，(3，7)，(4，7)}

E[T]={(1，4)，(2，3)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，5)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に４型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.17について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(3，7)}

E[T]={(2，4)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，4)，(2，3)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.18について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，5)，(3，7)}

E[T]={(1，4)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.19について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，3)，(3，7)}
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E[T]={(2，4)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，4)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に５型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.20について考察：

E[T]={(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，3)，(2，5)}

E[T]={(1，4)，(2，6)，(3，4)，(3，5)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(2，4)，(3，7)，(4，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる５型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.21について考察：

E[T]={(1，6)，(1，7)，(2，3)，(2，4)，(3，7)}

E[T]={(2，6)，(3，4)，(3，5)，(4，7)，(5，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，4)，(1，5)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＤ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に６型の２つの木 T，Tより構成可能である。

5.7 Ｅ型の極大平面的グラフに関する考察

７個の頂点と15本の辺からなるＥ型の極大平面的グラフ

について，上記表5.1のすべてケースを考察する。

上記表5.1のケースNo.1について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，2)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(2，7)}

E[G″]={(2，4)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に１型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.2について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)，(3，6)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(3，4)，(4，5)，(5，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと２型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.3について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，4)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(1，5)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(5，7)}

E[G″]={(2，4)，(2，7)，(3，4)，(3，6)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.4について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，4)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(2，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.5について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，3)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(2，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.6について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(1，7)}

E[T]={(2，7)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(2，3)，(2，4)，(2，5)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる１型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.7について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，6)，(5，7)}

E[T]={(2，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)，(3，6)}

E[G″]={(1，2)，(1，7)，(2，3)，(3，4)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に２型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.8について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，6)，(1，7)，(2，7)}

E[T]={(1，5)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(2，4)，(3，4)，(3，6)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと３型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.9について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，6)，(1，7)，(2，3)}

E[T]={(2，4)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，4)，(2，5)，(2，6)，(2，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.10について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，4)}

E[T]={(2，3)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，6)，(2，5)，(2，6)，(2，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.11について考察：

E[T]={(1，3)，(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，4)}

E[T]={(2，7)，(3，4)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，6)，(2，3)，(2，5)，(2，6)}
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を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる２型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.12について考察：

E[T]={(1，2)，(1，3)，(1，7)，(3，4)，(3，6)}

E[T]={(1，5)，(2，3)，(2，5)，(2，6)，(5，7)}

E[G″]={(1，4)，(1，6)，(2，4)，(2，7)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に３型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.13について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，7)，(2，3)，(3，4)}

E[T]={(1，4)，(2，4)，(2，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，6)，(2，5)，(2，7)，(3，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと４型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.14について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，4)，(3，4)}

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(4，5)}

E[G″]={(1，2)，(1，6)，(2，6)，(2，7)，(5，7)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.15について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，4)，(3，4)}

E[T]={(2，6)，(2，7)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，6)，(2，3)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる３型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.16について考察：

E[T]={(1，3)，(1，5)，(1，7)，(2，5)，(3，4)}

E[T]={(1，4)，(2，4)，(2，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，6)，(2，3)，(2，7)，(3，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に４型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.17について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，7)，(3，4)}

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，6)，(2，4)，(2，6)，(4，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと５型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.18について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，5)，(3，4)}

E[T]={(2，6)，(2，7)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，6)，(2，3)，(2，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる４型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.19について考察：

E[T]={(1，4)，(1，7)，(2，7)，(3，4)，(4，5)}

E[T]={(1，3)，(2，3)，(2，5)，(3，6)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，5)，(1，6)，(2，4)，(2，6)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に５型の２つの木 T，Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.20について考察：

E[T]={(1，4)，(1，5)，(1，7)，(2，3)，(3，4)}

E[T]={(2，6)，(2，7)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，6)，(2，4)，(2，5)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなる５型

の木 Tと６型の木 Tより構成可能である。

上記表5.1のケースNo.21について考察：

E[T]={(1，4)，(1，7)，(2，3)，(3，4)，(2，5)}

E[T]={(2，6)，(2，7)，(3，6)，(4，5)，(5，7)}

E[G″]={(1，2)，(1，3)，(1，5)，(1，6)，(2，4)}

を構成成分として得ることができる。よって，７頂点から

なるＥ型の極大平面的グラフ Gは５本の辺からなるとも

に６型の２つの木 T，Tより構成可能である。

5.8 n=7の場合の考察に関する結論

上記の5.3〜5.7節の論考より，以下の定理が得られ，「問

題Ｃ」の答は“No”であり，「問題Ｃ’」の答は“Yes” である

ことが分かった。

定理2.1：n=7について，Gを頂点の数が nで，辺の数

がm=3n−6となるような任意の極大平面的グラフとし，

T，Tを辺の数が n−2であるような２つの任意の木とす

る。このとき，Gについて，T，Tがともに１型のとき

は以下の⑴が成り立ち，それ以外のときは以下の⑵⑶が成

り立つ。

⑴ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

はできない。

⑵ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑶ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

定理2.2：n=7について，T，Tを辺の数が n−2であ

るような２つの任意の木とする。このとき，頂点の数が n，

辺の数がm=3n−6，かつ以下の⑷⑸が成り立つような極

大平面的グラフ Gが必ず存在する。

⑶ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと
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ができる。

⑷ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

6 . 結論

筆者は以前『同じサイズの３つの木が極大平面的グラフ

にパッキング可能かどうかという問題』を以下の「問題Ａ」

として提起・考察し，否定的な答が得られた36)。

問題Ａ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，Gを頂

点の数が nで，辺の数がm=3n−6となるような任意の

極大平面的グラフとする。このとき，辺の数がすべて

n−2であるような３つの任意の木 T，T，Tは Gにパッ

キング可能であるかどうか。

また，上記「問題Ａ」の考察により，以下のような「問

題Ａ’」に対しても否定的な答が得られることが分かった。

問題Ａʼ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，T，T，

Tを辺の数が n−2となるような３つの任意の木とする。

このとき，頂点の数が n，辺の数がm=3n−6，かつ T，

T，Tがパッキング可能であるような極大平面的グラフ

Gが必ず存在するかどうか。

そこで，本稿では「問題Ａ及びＡ’」の条件を緩和した

以下の２つの問題について考察した。

問題Ｃ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，Gを頂

点の数が nで，辺の数がm=3n−6となるような任意の

極大平面的グラフとし，T，Tを辺の数が n−2であるよ

うな２つの任意の木とする。このとき，Gについて以下の

⑴⑵が成り立つかどうか。（成り立つとき，「Gは T，T

より構成可能である」という。）

⑴ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑵ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

問題Ｃʼ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，T，T

を辺の数が n−2であるような２つの任意の木とする。こ

のとき，頂点の数が n，辺の数がm=3n−6，かつ以下の

⑶⑷が成り立つ（つまり，「Gは T，Tより構成可能で

ある」）ような極大平面的グラフ Gが必ず存在するかどう

か。

⑶ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑷ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

考察の結果は以下の表6.1〜6.4のとおりである（◯が可，

×が否）。

表6.1 n頂点からなる極大平面的グラフグラフの

構成可能性の可否（n=3，4)

表6.2 ５頂点からなる極大平面的グラフグラフの

構成可能性の可否

表6.3 ６頂点からなる極大平面的グラフの

構成可能性の可否

考察の結果，以下の定理が得られ，「問題Ｃ」の答は“No”

であり，「問題Ｃ’」の答は“Yes”であることが分かった。

本稿の主要定理１：3≦n≦7を満たす任意の整数 nに

ついて，Gを頂点の数が nで，辺の数がm=3n−6とな

るような任意の極大平面的グラフとし，T，Tを辺の数

が n−2であるような２つの任意の木とする。このとき，

Gについて，n=7で，T，Tがともに１型のときは以下

の⑴が成り立ち，それ以外のときは以下の⑵⑶が成り立つ。

⑴ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

はできない。

⑵ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑶ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ
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nの値 構成可能性の可否

3 ◯

4 ◯

木の型 構成可能性

の可否T T

1 1 ◯

1 2 ◯

2 2 ◯

木の型
構成可能性の可否

極大平面的グラフの型

T T Ａ Ｂ

1 1 ○ ○

1 2 ◯ ◯

1 3 ◯ ◯

2 2 ◯ ◯

2 3 ◯ ◯

3 3 ◯ ◯



た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

表6.4 ７頂点からなる極大平面的グラフの

構成可能性の可否

本稿の主要定理２：3≦n≦7を満たす任意の整数 nに

ついて，T，Tを辺の数が n−2であるような２つの任意

の木とする。このとき，頂点の数が n，辺の数が

m=3n−6，かつ以下の⑷⑸が成り立つような極大平面的

グラフ Gが必ず存在する。

⑷ Gは互いに辺を共有しないように T，Tを含むこと

ができる。

⑸ Gから T，Tの辺を除去し，その結果孤立点となっ

た頂点も除去して得られた部分グラフ Hは n−2本の辺

からなる単純な連結グラフである。

今後の課題は以下のとおりである。まず，以下の予想が

正しいと仮定する。

予想Ａ：n≧3を満たす任意の整数 nについて，「問題Ｃ’」

の答は必ず“Yes”である。

n≧3を満たす任意の整数 nについて，n個の頂点と

m=3n−6本の辺からなる同型でない極大平面的グラフの

数をN，n−2本の辺からなる同型でない木の数をM，構

成可能性を考察すべき場合の数を L[n]とすると

L[n]=N･M･(M+1)/2

となり，nが増加すると L[n]は爆発的に大きくなってい

くことが十分予測できる。L[7]=105の場合でさえ考察に

これだけのページ数を割かねばならない（本稿の後半の約

９ページ）。従って，nが大きくなっていったときの「問

題Ｃ’」の考察方法を検討することは今後の課題である。

一方で，もし上記の「予想Ａ」が間違っていて，nがあ

る値になったときに「問題Ｃ’」の答が“No”となると仮定

する。その場合，離散数学教育の教材とするために，nを

大きくしていっても「問題Ｃ及びＣ’」を本稿の第5章

5.3〜5.7節と同様の考察方法を続けることとする。その結

果をどのような形で蓄積していくかを検討することも今後

の課題である。
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