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論理的思考力を養うための離散数学教材の開発

―グラフ理論のパッキング問題の考察を通して―

高 橋 昌 也（短期大学部，情報メディア学科)

A Development of a Teaching Method of Discrete Mathematics
for Growing the Logical Thinking Ability of Students

―By Using a Consideration for Packing Problem of Graph Theory―

Masaya TAKAHASHI (Department of Information and Multimedia Technology)

Abstract

For any integer ≧3,let be the maximal planar graph with vertices and ＝3 －6edges,and, , and

be any three trees with －1vertices and －2edges each other. In this paper,we consider the following problem:

, and can be packed into or not,in the3≦ ≦6case. As a conclusion,we can obtain that,if3≦ ≦5

then the answer of the problem is “yes,”else the answer is “no.” In this paper, we discuss the detail of our

consideration as follows:Let , and be some three trees. Then,if , and can be packed into then

we show an example of the packing. However,if they cannot be packed into then we show the reason. Our object

of this paper is to develop the teaching method for growing the logical thinking ability of first or second graders of

university and junior college students,by using above the consideration.

Key words:graph theory,discrete mathematics,Gyarfas-Lehel conjecture,logical thinking ability,teaching method

１.はじめに

本稿の目的は『同じサイズの３つの木が極大平面的グラ

フにパッキング可能かどうかという問題』を提起・考察し，

得られた結果を報告することであり，さらにその考察方法

を今後，福岡工業大学短期大学部（以後，本学）の学生の

論理的思考力を養うための離散数学教材となる可能性に言

及することである。

まずグラフのパッキングに関する問題について，歴史的

経過を交えて説明する。

個のグラフの集合 ， ，....， がグラフ にパッ

キング可能であるとは，互いに辺を共有しないような部分

グラフ ， ，....， により が構成できることをいう。

パッキングに関する問題としてよく知られている問題に，

理想木予想がある。この問題は Gyarfasと Lehelにより提

案され ，特別なケース を除いては現在

も未解決である 。なお，理想木予想とは，以下のような問

題である。

理想木予想： 任意の整数 について，辺の数がそれぞれ

0，1，2，....， －1であるような 個の任意の木 ， ，....，

は完全グラフ にパッキング可能である。

また，以下のような問題についても調べてみた。

問題Ａ： 任意の整数 について，辺の数がすべて であ

るような 2 ＋1個の任意の木 ， ，....， は完全グ

ラフ にパッキング可能であるかどうか。

この問題については， ， ，....， が同型の場合に

ついて1963年に Ringelにより「可能である」ということで

提案され ，Kotzigにより現在よく知られている

Ringel-Kotzig予想として定着している 。そして1967年

に Rosaにより graceful labelingや rosy labelingなどのラ

ベリングによる解法が提案されている が，やはり特別な

ケース を除いては現在も

未解決問題である 。このように， ， ，....， が同

型の場合ですら上記の「問題Ａ」は未解決であるので，任

意の ， ，....， について「問題Ａ」は当然未解決

問題である。このように，グラフのパッキングに関する問
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題は長年未解決なままの難解な問題が多く存在する。

次に，本節の最初に提示した問題を正確に記述すると，

以下のようになる。

問題Ｂ： ３以上の任意の整数 について， を頂点の

数が で，辺の数が ＝3 －6となる極大平面的グラフと

する。このとき，辺の数がすべて －2であるような３個の

任意の木 ， ， は にパッキング可能であるかどう

か。

問題Ｂ」は ＝6の時点で不可能な ， ， の組合

せが出現したため，可能な組合せに共通した性質が見つか

らない限り，純粋な研究対象として議論を発展させていく

ことは難しい。そこで，「問題Ｂ」の研究を教材として発展

させていくことは可能かどうか考えることとした。

２.離散数学教材としての可能性

本学では近年中のカリキュラム改定を考えており，実現

した折には，PBL（Project Based Learning 課題解決型学

習）科目 として，筆者は『論理的に思考して証明すること

により問題解決を図る』ことを主眼とする新しい科目であ

る「情報数学演習」を担当する予定である。ここで，「論理

的思考」を含む「科学的思考方法」とは，『学習者自らが様々

な現実事象に対して，それを数学的に関わる問題と捉え，

論理的に思考して証明する，実験などの客観的な手法を用

いて検証するなどの方法によって問題解決を図る。』と定義

されている 。

そこで，折り紙の教育的効果 と同様に，以下の⑴

～⑹の理由により，「問題Ｂ」が「論理的思考能力を養うた

めの教材」として有効であると考え，上記の担当予定の科

目の教材とすることとした。

⑴ 折り紙と同様に，３つの木によるパッキングを見つけ

る活動が，学習者どうしが互いに教え学び合う協同学

習を可能にし，数学に対する苦手意識を少しでも軽減

することができる。

⑵ 高校の数学の知識をあまり必要とせず，視覚的にも分

かり易いしないので，多くの学生が取り組みやすいと

考えられる。

⑶ パッキング可能な組合せにおいて，パッキング方法は

１通りとは限らないので，学習者が試行錯誤する中で

多様な解を見つけることが可能である。

⑷ パッキング不可能な組合せにおいて，試行錯誤の中で

なかなか解が見つからないときに，どこかで「不可能

ではないのか」と判断する能力（判断力）や，「なぜ不

可能なのか」という理由を考える能力（思考力）を養

うことが可能である。

⑸ の値が大きくなるにつれて，同型でない木や極大平

面的グラフの数が爆発的に増えていくので，教材とし

てのボリュームや，難易度にいくつもの段階を持たせ

ることができる。

⑹ 本学のような情報系短大では折り紙はカリキュラムの

中に組み入れることは難しいが，離散数学は学ぶべき

重要な学問分野であり，グラフ理論は離散数学の重要

な位置を占めているので，カリキュラムの中に組み入

れることは可能である。

本稿の議論は以下のとおりである。第３章では「情報数

学演習」の授業計画とその概要について述べる。第４章で

は，グラフのパッキングに関する問題の詳細な定義と，「問

題Ｂ」を考察する上で必要な概念の定義とその説明を行う。

第５～８章では， が３～６の場合の「問題Ｂ」につい

て，３つの木のすべての組合せについて考察を行う。パッ

キング可能な場合は，その実際の例を１つ示し，不可能な

場合はその理由を証明する。これらを学生の考察のガイド

ラインとして活用する。

第９章では結論として，考察結果の概要を一覧表として

掲載し，今後の展望と課題について述べる。

３. 情報数学演習」の概要

まず，本科目は本学のカリキュラム改定が実現した場合

に筆者が担当する予定の科目である。本科目は PBL科目で

あるので，『課題の解決を目的とし，受講者の自主性・自立

性を重んじ，チームの力によって課題を解決する』という

特徴をもつ 。それらを踏まえると，第１週～第15週の授業

計画は以下の表3.1のようになる。

授業の各回の内容は以下のとおりである。なお，出てく

るグラフ理論の用語は次章を参照されたし。

第１週： 授業内容に記述されている項目を簡潔に説明

する。

第２週： これまでの成果として，第５章～第７章で述

べる結果を提示し，説明する。今年度に取り組むべき作業

として，第８章で述べるすべてのケースについて説明する。
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表3.1 情報数学演習の授業計画

週 授 業 内 容

01
論理的思考を含む科学的思考方法，グラフ理論

とグラフのパッキング問題

02
これまでの成果と今年度に取り組むべき作業の

確認

03 グループ分けと担当するサブ問題の割り振り

04～10 考察と進捗確認

11～12 成果発表会

13～14 成果報告書の作成

15 次年度への引継ぎ事項の整理
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第３週： 第８章で述べるすべてのケースについて，誰

がどのケースを考察するか，担当者を決める。

第４週～第10週： 科学的思考方法の枠組み をベース

に，第５章～第７章で述べる結果を参考資料として，各学

生が分担したケースを考察し，パッキング可能な場合はそ

の実例を示し，不可能な場合はその証明をする。そのとき，

次数列問題等の様々なグラフ理論の考え方を利用し，論理

的思考 を用いて証明を行う。学生が行き詰っているとき

は教員がアドバイスを行う。このときの第８章で述べる結

果をガイドラインとして活用する。また，各学生の捗確認

を適宜行う。

第11週～第12週： 各学生が，グループ単位でＡ４判１

枚のレジュメを作成・配付し，パワーポイント等を使って

グループの成果を分担して発表する。質疑応答も行う。

第13週～第14週： 考察したケースについて，得られた

結果を報告書として作成する。報告書については，第８章

の記述の要領で，書式や報告する項目，記述方法等細かく

指導する。

第15週： 解決したケース，未解決のまま残ったケース

等，次年度の受講者のためにドキュメントを作成する。

成績評価： 毎回の考察態度，提出された報告書，発表

会での内容等を総合評価する。

以上が「情報数学演習」の概要である。以下，実際に授

業で取り扱う「グラフのパッキング問題」とそのために必

要なグラフ理論の基礎的な定義について述べる。

４.基礎的定義

グラフ は，頂点とよばれる有限な空でない要素の集合

と，辺とよばれる の相異なるペアの部分集合

からできている 。特に，本稿では ＝ ， ，....，

と表し， を位数と呼び，頂点の個数とする。明らかに

≧1である。このとき， は考えられるすべての

のペア ， の部分集合となる。（ただし， ＝1，

2，....， －1， ＝ ＋1， ＋2，....， である。）また，

の要素の数を と表し，サイズと呼ぶ。ここで，文脈から

明らかなときは， の頂点の集合，辺の集合をそれぞれ単

に ， してもよい。

また， の任意の異なる２つの頂点 ， について，辺

， が存在するとき， と は互いに隣接していると

いい，辺 ， は頂点 と を結ぶという。このとき，

すべての ＝1，2，....， －1， ＝ ＋1， ＋2，....， につ

いて， ， ≦1のとき を単純グラフといい，そうで

ないとき多重グラフという。

の各頂点 ＝1，2，...， に隣接している頂点の個

数 のことを の次数とよぶ。このとき，グラフ の頂点

の集合 ＝ ， ，....， に対して， ＝ ， ，....，

を の次数列という。次数列は降順や昇順に並べ替えるこ

とがあるが，そのときは元の頂点の集合も対応する順番に

並べ替えなくてはならない。

一方，「数列 ＝ ， ，....， が与えられたとき，す

べての整数 ＝1，2，....， について頂点 の次数が と

なるようなグラフが構成できるかどうかを判定し，できる

と判定されたときに実際に構成する。」という問題があり，

グラフの次数列問題という 。また，得点列問題など，これ

らの問題の拡張版も存在する が，詳細は省略する。

以上がグラフに関する最小限の用語等の定義である。通

常ではグラフは図で表すと視覚的に非常に分かり易いが，

比較的広いスペースを要し，作図に手間と時間がかかるた

め，下記の表4.1のような隣接表によりグラフを表現するこ

とにする。ただし，すべての整数 ＝1，2，....， ， ＝1，

2，....， について，以下の式［Ａ］を満足する。

例１： ＝ ， ， ， ， ， ＝ ， ， ，

， ， ， ， ， ， ， ， ， ， とす

ると， は以下の表4.2のように表すことができる。

このとき， ＝5， ＝7となり， ， ， ， ， ，

は に含まれない。さらに，各頂点 ， ， ， ，

の次数はそれぞれ 2，3，3，3，3であり，次数列は ＝ 2，

3，3，3，3 である。また， の要素２を最後尾に移動させ

てできた次数列を ′＝ 3，3，3，3，2 とすると，対応する

ように並べ替えられた頂点の集合は ′＝ ， ， ， ，

となる。（例１終了）

表4.1 頂点からなるグラフの隣接表

点番号 ....

....

....

： ： ： .... ：

....

次数 ....

＝
⎧
⎨
⎩

○： と が隣接している場合

×： と が隣接していない場合
....［Ａ］

表4.2 例題１の隣接表

点番号

× 〇 × × 〇

〇 × 〇 〇 ×

× 〇 × 〇 〇

× 〇 〇 × 〇

〇 × 〇 〇 ×

次数 2 3 3 3 3
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次に，パッキングに関する定義を述べる。２つのグラフ

＝ ， と ′＝ ′， ′について， ′⊆ かつ ′⊆

であるとき ′は の部分グラフであるという。 個のグ

ラフの集合 ， ，....， がグラフ がグラフ ， ，....，

によりパッキング可能であるとは，互いに辺を共有し

ないような部分グラフ ， ，....， により が構成で

きることをいう。

隣接表と同様に，グラフ が部分グラフ ， ，....，

によりパッキング可能な場合，そのパッキングの例を下記

の表4.3のようなパッキング表で表現することにする。ただ

し，すべての整数 ＝1，2，....， ， ＝1，2，....， につい

て，以下の式［Ｂ］を満足する。

例２： グラフ を下記の表4.4のようなグラフとす

る。このとき， は下記の表4.5のようなグラフ ， に

よりパッキング可能である。パッキング表を表4.6に示す。

（例２終了）

例３： 表4.4のようなグラフ は下記の表4.7のよう

なグラフ ′， ′によるパッキングは不可能である。ここ

で， ＝ ， ， ， ， ＝ ＝ ′＝

′＝ ， ， ， とする。

が表4.7のようなグラフ ′， ′によるパッキングが

不可能である理由は以下のとおりである。 の次数列は

＝ 3，3，3，3 である。明らかに は ′または ′のど

ちらか一方を部分グラフとすることはできる。ここで， ′

が部分グラフであるとしても一般性を失わない。 から

の ′辺のみを取り去ったグラフを ′とすると， ′の

次数列を降順に並べ替えて得られる次数列は ′＝ 2，2，2，

0 となる。一方 ′， ′の次数列はいずれも 3，1，1，1

であるので， ′は ′の部分グラフとなることはできな

い。よって， は ′， ′によるパッキングは不可能であ

る。（例３終了）

また，木とそれに関連する定義を述べる。 ， をグラ

フ の任意の２頂点とする。 の - 歩道とは， で始ま

り で終わるような の頂点と辺が交互に現れる有限列の

ことである。 ＝ ， ≠ のとき - 歩道はそれぞれ閉じ

ているまたは開いているという。同じ辺が２度以上現れな

い - 歩道を - 小道といい，同じ頂点が２度以上現れ

表4.4 例２のグラフ

点番号

× 〇 〇 〇

〇 × 〇 〇

〇 〇 × 〇

〇 〇 〇 ×

次数 3 3 3 3

表4.5 例２のグラフ ＝

点番号

× 〇 × ×

〇 × 〇 ×

× 〇 × 〇

× × 〇 ×

次数 1 2 2 1

表4.6 例２で得られたパッキング表

点番号

0 1 2 2

1 0 1 2

2 1 0 1

2 2 1 0

表4.7 例２のグラフ ′＝ ′

点番号

× 〇 〇 〇

〇 × × ×

〇 × × ×

〇 × × ×

次数 3 1 1 1

表4.3 頂点からなるグラフ のパッキング表

点番号 ....

....

....

： ： ： .... ：

....

＝

⎧
｜
｜
⎨
｜
｜
⎩

1 ， の場合

2 ， の場合

……

， の場合

0 ， / の場合

....［Ｂ］
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ない - 歩道を - パスという。自明でない閉じた小道

のことを回路という。同じ頂点が２度以上現れない回路の

ことをサイクルという。グラフ のどの２頂点 ， につ

いて - パスが存在するとき， は連結であるという。木

とはサイクルをもたない連結グラフのことである。 ，

を木 の任意の２頂点とすると， - パスは一意に決ま

る 。

例４： 表4.5のようなグラフ ， や表4.7のような

グラフ ′， ′は木である。また，以下の表4.8のような

グラフ も木である。しかし，以下の表4.9のようなグラフ

′は木ではない。以下の表4.10のような ′の部分グラフ

″はサイクルとなるからである。ここで， ＝ ′

＝ ， ， ， ， ， とする。（例４終了）

さらに，極大平面的グラフとそれに関連する定義を述べ

る。２つのグラフ ＝ ， と ′＝ ′， ′が同型であ

るとは，「ある から ′への１対１写像 が存在して，

の任意の２頂点 ， に対して の辺 ， が存在する

ことと ′の辺 ， が存在することが同値であ

る。」が成り立つことである。平面グラフとは，平面上の頂

点集合と，それを交差なく結ぶ辺集合からなるグラフのこ

とである。平面グラフと同型のグラフを平面的グラフとい

う。平面的グラフの位数を ，サイズを とすると ≧3か

つ ≦3 －6が成り立つ 。また，平面的グラフ につい

て， の隣接していないどのような頂点の組を辺で結んで

も平面的グラフでなくなるとき， を極大平面的グラフと

いう。極大平面的グラフについては ≧3かつ ＝3 －6

が成り立つ 。

例５： 表4.4のようなグラフ は極大平面的グラフ

グラフである。また，以下の表4.11のようなグラフ も極

大平面的グラフグラフである。しかし，以下の表4.12や表

4.13のようなグラフ や は極大平面的グラフグラフ

ではない（そもそも平面的グラフではない ）。ここで，

＝ ＝ ， ， ， ， ， とし， ＝ ，

， ， ， とする。（例５終了）

以下の章では 個の頂点集合 ＝ ， ，...， と ＝

3 －6個の辺集合 ＝ ， ，...， からなる極大平面的

グラフ がいずれもサイズ －2の任意の３つの木 ，

表4.9 例３のグラフ ′

点番号

× 〇 〇 〇 × ×

〇 × 〇 × 〇 ×

〇 〇 × × × 〇

〇 × × × × ×

× 〇 × × × ×

× × 〇 × × ×

次数 3 3 3 1 1 1

表4.10 例４のグラフ ″（ ′の部分グラフ)

点番号

× 〇 〇

〇 × 〇

〇 〇 ×

次数 2 2 2

表4.11 例５のグラフ

点番号

× 〇 〇 × 〇 〇

〇 × 〇 〇 × 〇

〇 〇 × 〇 〇 ×

× 〇 〇 × 〇 〇

〇 × 〇 〇 × 〇

〇 〇 × 〇 〇 ×

次数 4 4 4 4 4 4

表4.12 例５のグラフ

点番号

× × × 〇 〇 〇

× × × 〇 〇 〇

× × × 〇 〇 〇

〇 〇 〇 × × ×

〇 〇 〇 × × ×

〇 〇 〇 × × ×

次数 3 3 3 3 3 3

表4.8 例３のグラフ

点番号

× 〇 〇 〇 × ×

〇 × × × 〇 〇

〇 × × × × ×

〇 × × × × ×

× 〇 × × × ×

× 〇 × × × ×

次数 3 3 1 1 1 1
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， によりパッキング可能な場合，そのパッキングの例

を下記の表4.14のようなパッキング表で表現することにす

る。ただし，すべての整数 ＝1，2，....， ， ＝1，2，....，

について，以下の式［Ｃ］を満足する。

＝

⎧
｜

⎨

｜
⎩

1 ， の場合

2 ， の場合

3 ， の場合

0 ， / の場合

....［Ｃ］

５.３点からなる極大平面的グラフに関する考察

３頂点からなる極大平面的グラフは３本の辺をもつ。

従って，『３頂点からなる極大平面的グラフは，１本の辺を

もつ３つの木によってパッキング可能であるかどうか』に

ついて考察する。

5.1 ３頂点からなる極大平面的グラフ

３頂点からなる極大平面的グラフ は以下の表5.1のよ

うなグラフである。ここで， の頂点集合を ＝ ，

， とする。

5.2 １本の辺からなる木

１本の辺からなる木 は以下の表5.2のようなグラフで

ある。ここで， の頂点集合を ＝ ， とする。

5.3 ３つの木によるパッキング

表5.1のような極大平面的グラフが，同サイズの３つの木

， ， によってパッキング可能な場合， ， ， は

いずれも表4.2のようになる。よって，本章の問題の解の一

例として以下の表5.3のようなパッキング表が得られる。

６.４頂点からなる極大平面的グラフに関する考察

４頂点からなる極大平面的グラフは６本の辺をもつ。

従って，『４頂点からなる極大平面的グラフは，２本の辺を

もつ３つの木によってパッキング可能であるかどうか』に

ついて考察する。

6.1 ４頂点からなる極大平面的グラフ

４頂点からなる極大平面的グラフ は表4.4と同型のグ

ラフである。ここで， の頂点集合を ＝ ， ， ，

とする。

6.2 ２本の辺からなる木

２本の辺からなる木 は以下の表6.1のようなグラフで

ある。ここで， の頂点集合を ＝ ， ， とす

る。

6.3 ３つの木によるパッキング

表4.4と同型の極大平面的グラフが，同サイズの３つの木

， ， によってパッキング可能な場合， ， ， は

表5.1 ３頂点からなる極大平面的グラフ

点番号

× 〇 〇

〇 × 〇

〇 〇 ×

次数 2 2 2

表5.2 １本の辺からなる木

点番号

× 〇

〇 ×

次数 1 1

表5.3 ３頂点からなる極大平面的グラフの

パッキング表

点番号

0 1 3

1 0 2

3 2 0

表4.13 例５のグラフ

点番号

× 〇 〇 〇 〇

〇 × 〇 〇 〇

〇 〇 × 〇 〇

〇 〇 〇 × 〇

〇 〇 〇 〇 ×

次数 4 4 4 4 4

表4.14 頂点からなる極大平面的グラフ の

パッキング表

点番号 ....

....

....

： ： ： .... ：

....

表6.1 ２本の辺からなる木

点番号

× 〇 〇

〇 × ×

〇 × ×

次数 2 1 1
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いずれも表6.1のようになる。よって，本章の問題の解の一

例として以下の表6.2のようなパッキング表が得られる。

７.５頂点からなる極大平面的グラフに関する考察

５頂点からなる極大平面的グラフは９本の辺をもつ。

従って，『５頂点からなる極大平面的グラフは，３本の辺を

もつ３つの木によってパッキング可能であるかどうか』に

ついて考察する。

7.1 ５頂点からなる極大平面的グラフ

５頂点からなる極大平面的グラフ は以下の表7.1のよ

うなグラフである。ここで， の頂点集合を ＝ ，

， ， ， とする。

7.2 ３本の辺からなる木

３本の辺からなる同型でない木は，表4.7と同型のグラフ

と，表4.5と同型のグラフ ′の２種類存在する。 を「１

型」， ′を「２型」と呼ぶ。

7.3 ３つの木によるパッキング

表7.1のような極大平面的グラフが，同サイズの３つの木

， ， によりパッキングすることを「 ， ， -パッ

キング」と呼ぶことにする。ここで ， ， はそれぞれ

， ， の型である。この場合は，以下の⑴～⑷の４ケー

スが考えられれる。

⑴ すべてが１型の場合。

⑵ ２つの木が１型でもう１つが２型の場合。

⑶ ２つの木が２型でもう１つが１型の場合。

⑷ すべてが２型の場合。

以上の４つの場合をそれぞれ(1，1，1）-パッキング，(1，

1，2)-パッキング，(1，2，2)-パッキング，(2，2，2)-パッ

キングとしても一般性は失われない。

(1，1，1)-パッキング，(1，1，2)-パッキング，(1，2，

2)-パッキング，(2，2，2)-パッキングそれぞれの解の一例

として以下の表7.2～表7.5のようなパッキング表が得られ

る。

８.６頂点からなる極大平面的グラフに関する考察

６頂点からなる極大平面的グラフは12本の辺をもつ。

従って，『６頂点からなる極大平面的グラフを，４本の辺を

もつ３つの木によってパッキング可能であるかどうか』に

ついて考察する。

表7.1 ５頂点からなる極大平面的グラフ

点番号

× 〇 × 〇 〇

〇 × 〇 〇 〇

× 〇 × 〇 〇

〇 〇 〇 × 〇

〇 〇 〇 〇 ×

次数 3 4 3 4 4

表7.2 ５頂点からなる極大平面的グラフの

(1，1，1)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 2

3 0 3 1 3

0 3 0 1 2

1 1 1 0 2

2 5 2 2 0

表7.3 ５頂点からなる極大平面的グラフの

(1，1，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 2

3 0 3 1 2

0 3 0 1 3

1 1 1 0 2

2 2 3 2 0

表7.4 ５頂点からなる極大平面的グラフの

(1，2，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 2

3 0 3 2 2

0 3 0 1 3

1 2 1 0 1

2 2 3 1 0

表6.2 ４頂点からなる極大平面的グラフの

パッキング表

点番号

0 1 3 3

1 0 1 2

3 1 0 2

3 2 2 0
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8.1 ６点からなる極大平面的グラフ

６頂点からなる同型でない極大平面的グラフは，以下の

表8.1のようなグラフと，表8.2のようなグラフの２種類存

在する。表8.1のようなグラフを「Ａ型」，表8.2のグラフを

「Ｂ型」と呼び，それぞれ ， ′と表す。ここで， ， ′

の頂点集合を ＝ ′＝ ， ， ， ， ， と

する。

8.2 ４本の辺からなる木

４本の辺からなる同型でない木は，以下の表8.3のような

グラフ ，表8.4のようなグラフ ′，表8.5のようなグラフ

″の３種類存在する。 を「１型」， ′を「２型」， ″を

「３型」と呼ぶ。ここで， ， ′， ″の頂点集合を

＝ ′＝ ″＝ ， ， ， ， とする。

8.3 ３つの木によるパッキング

６頂点からなる極大平面的グラフを，同サイズの３つの

木 ， ， によりパッキングすることを6.3節と同様に

「 ， ， -パッキング」と呼ぶことにする。ここで ，

， はそれぞれ ， ， の型である。この場合は，以

下の(01)～(10)の10ケースが考えられれる。

(01) すべてが１型の場合。

(02) ２つの木が１型でもう１つが２型の場合。

(03) ２つの木が１型でもう１つが３型の場合。

(04) ２つの木が２型でもう１つが１型の場合。

(05) ３つの木の型がすべて異なる場合。

(06) ２つの木が３型でもう１つが１型の場合。

(07) すべてが２型の場合。

(08) ２つの木が２型でもう１つが３型の場合。

(09) ２つの木が３型でもう１つが２型の場合。

(10) すべてが３型の場合。

以上の10つの場合をそれぞれ(1，1，1)-パッキング，(1，

1，2)-パッキング，(1，1，3)-パッキング，(1，2，2)-パッ

キング，(1，2，3)-パッキング，(1，3，3)-パッキング，

(2，2，2)-パッキング，(2，2，3)-パッキング，(2，3，3)

-パッキング，(3，3，3)-パッキングとしても一般性は失わ

れない。

表8.2 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフ ′

点番号

× 〇 × 〇 〇 〇

〇 × 〇 × 〇 〇

× 〇 × 〇 〇 〇

〇 × 〇 × 〇 〇

〇 〇 〇 〇 × ×

〇 〇 〇 〇 × ×

次数 4 4 4 4 4 4

表8.3 ４本の辺からなる木

点番号

× 〇 〇 〇 〇

〇 × × × ×

〇 × × × ×

〇 × × × ×

〇 × × × ×

次数 4 1 1 1 1

表8.4 ４本の辺からなる木 ′

点番号

× 〇 〇 〇 ×

〇 × × × 〇

〇 × × × ×

〇 × × × ×

× 〇 × × ×

次数 3 2 1 1 1

表8.5 ４本の辺からなる木 ″

点番号

× 〇 〇 × ×

〇 × × 〇 ×

〇 × × × 〇

× 〇 × × ×

× × 〇 × ×

次数 2 2 2 1 1

表8.1 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフ

点番号

× 〇 × × 〇 〇

〇 × 〇 × 〇 〇

× 〇 × 〇 〇 〇

× × 〇 × 〇 〇

〇 〇 〇 〇 × 〇

〇 〇 〇 〇 〇 ×

次数 3 4 4 3 5 5

表7.5 ５頂点からなる極大平面的グラフの

(2，2，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 2

3 0 3 1 1

0 3 0 2 3

1 1 2 0 2

2 1 3 2 0
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8.3.1 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフ

まず，(1，1，1)-パッキングについては以下の定理１を

得る。さらに，(1，1，2)-パッキング，(1，1，3)-パッキ

ング，(1，2，2)-パッキング，(1，2，3)-パッキング，(1，

3，3)-パッキング，(2，2，2)-パッキング，(2，2，3)-パッ

キング，(2，3，3)-パッキング，(3，3，3)-パッキングそ

れぞれの解の一例として以下の表8.6～表8.14のような

パッキング表が得られる。

定理１： ６頂点からなるＡ型極大平面的グラフの(1，

1，1)-パッキングは不可能である。

証明： グラフの次数列問題の解法を用いて証明を行

う。６頂点からなるＡ型極大平面的グラフ を構成する頂

点の次数を降順に並べた次数列は ＝ 5，5，4，4，3，3 で

ある。（実際，頂点 ， ， ， ， ， の次数はそれぞれ

5，5，4，4，3，3である。）以下では，１型の３つの木 ，

， から を次数列にもつようなグラフ（極大平面的グ

ラフとは限らない。また，多重グラフとなる可能性もある）

を構成できないことを背理法により示す。

１型の３つの木 ， ， から を次数列にもつような

グラフまたは多重グラフ が存在すると仮定し， ， ，

の次数４の頂点をそれぞれ ′， ′， ′とする。このと

き，明らかに ＝ である。

は ， ， のいずれかを部分グラフとすることは

できる。ここで， が部分グラフであるとしても一般性を

失わない。

′が の任意の次数５の頂点 とすると， に部分グ

ラフ の頂点として隣接する の４つの頂点は以下の

Case 01～03のいずれかである。また， ′が の任意の次

数４の頂点 とすると， に部分グラフ の頂点として

隣接する の４つの頂点は以下の Case 04～09のいずれ

かである。

Case 01：もう一方の次数５の頂点，２つの次数４の頂

点，どちらか一方の任意の次数３の頂点。

Case 02：もう一方の次数５の頂点，どちらか一方の任

意の次数４の頂点，２つの次数３の頂点。

Case 03：２つの次数４の頂点，２つの次数３の頂点。

Case 04：２つの次数５の頂点，もう一方の次数４の頂

点，どちらか一方の任意の次数3の頂点。

Case 05：２つの次数５の頂点，２つの次数３の頂点。

Case 06：どちらか一方の任意の次数５の頂点，もう一

方の次数４の頂点，２つの次数３の頂点。

から の辺を取り去ったグラフまたは多重グラフを

とし， の頂点の次数を降順に並べた次数列を ′とす

ると，上記の６ケースからそれぞれ，以下の６通りの ′が

考えられる： ′＝(4，3，3，3，2，1)， ′＝(4，4，3，2，

2，1)， ′＝(5，3，3，2，2，1)， ′＝(4，4，3，3，2，0)，

′＝(4，4，4，2，2，0)， ′＝(5，4，3，2，2，0)。

は ， のいずれかを部分グラフとすることはでき

る。ここで， が部分グラフであるとしても一般性を失わ

ない。

′が の任意の次数５の頂点 とすると， に部分グ

ラフ の頂点として隣接する の４つの頂点は以下の

Case 07～10のいずれかである。また， ′が の任意の次

数４の頂点 とすると， に部分グラフ の頂点として

隣接する の４つの頂点は以下の Case 11～19のいずれ

かである。

Case 07： ′＝(5，3，3，2，2，1)かつ，２つの次数３の

頂点，２つの次数２の頂点。

Case 08： ′＝(5，3，3，2，2，1)かつ，２つの次数３の

頂点，どちらか一方の任意の次数２の頂点，次数１の頂点。

Case 09： ′＝(5，3，3，2，2，1)かつ，どちらか一方の

表8.8 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(1，2，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 0 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 1 3

0 0 3 0 2 2

1 1 1 2 0 1

2 2 3 2 1 0

表8.7 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(1，1，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 0 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 1 2

0 0 3 0 1 3

1 1 1 1 0 2

2 2 2 3 2 0

表8.6 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(1，1，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 0 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 1 3

0 0 3 0 1 2

1 1 1 1 0 2

2 2 3 2 2 0

― ―63論理的思考力を養うための離散数学教材の開発（高橋)



任意の次数３の頂点，２つの次数２の頂点，次数１の頂点。

Case 10： ′＝(5，4，3，2，2，0)かつ，次数４の頂点，

次数３の頂点，２つの次数２の頂点。

Case 11： ′＝(4，3，3，3，2，1)かつ，３つの次数３の

頂点，次数２の頂点。

Case 12： ′＝(4，3，3，3，2，1)かつ，３つの次数３の

頂点，次数1の頂点。

Case 13： ′＝(4，3，3，3，2，1)かつ，任意の２つの次

数３の頂点，次数２の頂点，次数１の頂点。

Case 14： ′＝(4，4，3，2，2，1)かつ，もう一方の次数

４の頂点，次数３の頂点，２つの次数２の頂点。

Case 15： ′＝(4，4，3，2，2，1)かつ，もう一方の次数

４の頂点，次数３の頂点，どちらか一方の任意の次数２の

頂点，次数１の頂点。

Case 16： ′＝(4，4，3，2，2，1)かつ，もう一方の次数

４の頂点，２つの次数２の頂点，次数１の頂点。

Case 17： ′＝(4，4，3，2，2，1)かつ，次数3の頂点，

２つの次数２の頂点，次数１の頂点。

Case 18： ′＝(4，4，3，3，2，0)かつ，もう一方の次数

４の頂点，２つの次数３の頂点，次数２の頂点。

Case 19： ′＝(4，4，4，2，2，0)かつ，残りの２つの次

数４の頂点，２つの次数２の頂点。

から の辺を取り去ったグラフまたは多重グラフを

とし， の頂点の次数を降順に並べた次数列を ″とす

ると，上記の19ケースからそれぞれ，以下の８通りの ″が

考えられる： ″＝(2，2，1，1，1，1)， ″＝(2，2，2，1，

1，0)， ″＝(3，2，1，1，1，0)， ″＝(2，2，2，2，0，0)，

″＝(3，2，2，1，0，0)， ″＝(3，3，1，1，0，0)， ″＝

(4，2，1，1，0，0)， ″＝(3，3，1，1，0，0)。しかし，

これら８通りの ″のどれからも と同型の木となるグ

ラフまたは多重グラフ を構成することはできない。

以上の議論より，１型の３つの木 ， ， から を次

数列にもつようなグラフ（極大平面的グラフとは限らない。

また，多重グラフとなる可能性もある）を構成できないこ

とが示された。よって，６頂点からなるＡ型極大平面的グ

ラフの(1，1，1)-パッキングは不可能である。 ■

8.3.2 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフ

まず，(1，1，1)-パッキング，(1，1，2)-パッキング，

(1，1，3)-パッキング，(1，2，2)-パッキングについては

以下の定理２及び定理３を得る。さらに，(1，2，3)-パッ

キング，(1，3，3)-パッキング，(2，2，2)-パッキング，

(2，2，3)-パッキング，(2，3，3)-パッキング，(3，3，3)

-パッキングそれぞれの解の一例として以下の表8.15～表

8.20のようなパッキング表が得られる。

定理２： すべての整数 ＝1，2，3について，６頂点か

らなるＢ型極大平面的グラフの(1，1， )-パッキングは不

可能である。

証明： グラフの次数列問題の解法を用いて証明を行

表8.9 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(1，2，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 0 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 2 2

0 0 3 0 1 3

1 1 2 1 0 1

2 2 2 3 1 0

表8.10 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(1，3，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 1 0 0 3 2

1 0 1 0 1 1

0 1 0 3 2 3

0 0 3 0 2 2

3 1 2 2 0 3

2 1 3 2 3 0

表8.11 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(2，2，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 1 0 0 1 1

1 0 3 0 2 2

0 3 0 3 3 2

0 0 3 0 1 2

1 2 3 1 0 3

1 2 2 2 3 0

表8.12 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(2，2，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 0 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 2 2

0 0 3 0 3 1

1 1 2 3 0 1

2 2 2 1 1 0
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う。６頂点からなるＢ型極大平面的グラフを構成する頂点

の次数を降順に並べた次数列は ＝(4，4，4，4，4，4)で

ある。（実際，頂点 ， ， ， ， ， の次数はすべて

４である。）以下では，２つの１型の木 ， と 型の木

から を次数列にもつようなグラフ（極大平面的グラフ

とは限らない。また，多重グラフとなる可能性もある）を

構成できないことを背理法により示す。

１型の２つの木 ， と 型の木 から を次数列に

もつようなグラフまたは多重グラフ が存在すると仮定

する。明らかに ＝ である。

まず，以下の Case 01，02の２つのケースに分けて考察す

る。

Case 01：最初に から１型の木を抽出する。

Case 02：最初に から 型の木 を抽出する。

以下，Case 01について考察する。 は ， のいずれ

かを部分グラフとすることはできる。ここで， が部分グ

ラフであるとしても一般性を失わない。

から の辺を取り去ったグラフまたは多重グラフを

とし， の頂点の次数を降順に並べた次数列を ′とす

ると， ＝(4，4，4，4，4，4)なので， ′＝(4，3，3，3，

3，0)となる。このとき，以下の２ケースが考えられる。

Case 01-Ａ： から を抽出する。 から の辺を

取り去ったグラフまたは多重グラフを とし， の頂点

の次数を降順に並べた次数列を ″とすると， ′＝(4，3，

3，3，3，0)なので， ″＝(2，2，2，2，0，0)となる。しか

し， が木となるためには， ″には少なくとも２つの１が

なければならない 。よって， ″から と同型の木となる

グラフまたは多重グラフ を構成することはできない。

Case 01-Ｂ： から を抽出する。 から の辺を

取り去ったグラフまたは多重グラフを とし， の頂点

の次数を降順に並べた次数列を ″とすると，同様に以下

の４通りの ″が考えられる： ″＝(2，2，2，2，0，0)， ″

＝(3，2，2，1，0，0)， ″＝(3，2，1，1，1，0)， ″＝(2，

2，2，1，1，0)。しかし，これら４通りの ″のどれからも

と同型の木となるグラフまたは多重グラフ を構成す

ることはできない。

以下，Case 02について考察する。 から の辺を取り

去ったグラフまたは多重グラフを とし， の頂点の次

数を降順に並べた次数列を ′とすると，以下の３通りの

が考えられる： ′＝(4，3，3，3，3，0)， ′＝(4，3，3，

3，2，1)， ′＝(4，3，3，2，2，2)。しかし， が互いに

辺を共有しないような部分グラフ ， から構成される

ためには， ′には少なくとも２つの２がなければならな

い。よって， ′から ， と同型の２つの木からグラフま

たは多重グラフ を構成することはできない。

以上の議論より，２つの１型の木 ， と 型の木

から を次数列にもつようなグラフ（極大平面的グラフと

は限らない。また，多重グラフとなる可能性もある）を構

成できないことが示された。よって，６頂点からなるＢ型

極大平面的グラフの(1，1，)-パッキングは不可能である。

■

定理３： ６頂点からなるＢ型極大平面的グラフの(1，

2，2)-パッキングは不可能である。

証明： グラフの次数列問題の解法を用いて証明を行

う。６頂点からなるＢ型極大平面的グラフを構成する頂点

の次数を降順に並べた次数列は ＝(4，4，4，4，4，4)で

表8.13 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(2，3，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 1 0 0 1 1

1 0 3 0 2 2

0 3 0 3 1 2

0 0 3 0 2 3

1 2 1 2 0 3

1 2 2 3 3 0

表8.14 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

(3，3，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 1 0 0 1 2

1 0 3 0 2 2

0 3 0 3 1 1

0 0 3 0 2 3

1 2 1 2 0 3

2 2 1 3 3 0

表8.15 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

(1，2，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 2 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 1 2

2 0 3 0 1 3

1 1 1 1 0 0

2 2 2 3 0 0

表8.16 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

(1，3，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 2 1 2

3 0 2 0 1 3

0 2 0 3 1 2

2 0 3 0 1 3

1 1 1 1 0 0

2 3 2 3 0 0
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ある。以下では，１型の木 と２つの２型の木 ， か

ら を次数列にもつようなグラフ（極大平面的グラフとは

限らない。また，多重グラフとなる可能性もある）を構成

できないことを示す。

１型の木 と２型の２つの木 ， から を次数列に

もつようなグラフまたは多重グラフ が存在すると仮定

する。明らかに ＝ ′である。

まず，以下の Case 01，02の２つのケースに分けて考察す

る。

Case 01：最初に から１型の木 を抽出する。

Case 02：最初に から２型の木を抽出する。

以下，Case 01について考察する。 から の辺を取

り去ったグラフまたは多重グラフを とし， の頂点の

次数を降順に並べた次数列を ′とすると， ＝(4，4，4，

4，4，4)なので， ′＝(4，3，3，3，3，0)となる。

は２型の木 ， のいずれかを部分グラフとするこ

とはできる。ここで， が部分グラフであるとしても一般

性を失わない。 から の辺を取り去ったグラフまたは

多重グラフを とし， の頂点の次数を降順に並べた次

数列を ″とすると，以下の３通りの ″が考えられる：

″＝(2，2，2，1，1，0)， ″＝(2，2，2，2，0，0)， ″＝

(3，2，2，1，0，0)。しかし， が と同型のグラフとな

るためには， ″には少なくとも３つの１がなければならな

い。よって， ″から と同型の木となるグラフまたは多

重グラフ を構成することはできない。

以下，Case 02について考察する。 は ２型の木 ，

のいずれかを部分グラフとすることはできる。ここで，

が部分グラフであるとしても一般性を失わない。 か

ら の辺を取り去ったグラフまたは多重グラフを と

し， の頂点の次数を降順に並べた次数列を ′とすると，

＝（4，4，4，4，4，4)なので， ′＝(4，3，3，3，2，1)

となる。

は１型の木 または２型の木 のいずれかを部分

グラフとすることはできる。そこで，以下の Case 03，04の

２つのケースに分けて考察する。

Case 03：最初に から１型の木 を抽出する。

Case 04：最初に から２型の木 を抽出する。

以下，Case 03について考察する。 から の辺を取り

去ったグラフまたは多重グラフを とし， の頂点の次

数を降順に並べた次数列を ″とすると，Case 01と同じ以

下の３通りの ″が考えられる： ″＝(2，2，2，1，1，0)，

″＝(2，2，2，2，0，0)， ″＝(3，2，2，1，0，0)。よっ

て，同じ理由で ″から と同型の木となるグラフまたは

多重グラフ を構成することはできない。

以下，Case 04について考察する。 から の辺を取り

去ったグラフまたは多重グラフを とし， の頂点の次

数を降順に並べた次数列を ″とすると，以下の９通りの

″が考えられる： ″＝(2，2，2，1，1，0)， ″＝(2，2，

2，2，0，0)， ″＝(3，2，2，1，0，0)， ″＝(2，2，1，1，

1，1)， ″＝(3，2，1，1，1，0)， ″＝(3，3，1，1，0，0)，

″＝(4，2，1，1，0，0)， ″＝(3，3，2，0，0，0)， ″＝

(4，2，2，0，0，0)。しかし， が と同型のグラフとな

るためには， ″には少なくとも１つの４と，少なくとも４

つの１がなければならない。よって， ″から と同型の

木となるグラフまたは多重グラフ を構成することはで

きない。

以上の議論より，１型の木 と２つの２型の木 ，

から を次数列にもつようなグラフ （極大平面的グラフ

とは限らない。また，多重グラフとなる可能性もある）を

構成できないことが示された。よって，６頂点からなるＢ

型極大平面的グラフの(1，2，2)-パッキングは不可能であ

る。 ■

表8.17 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

(2，2，2)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 1 2

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 1 3

1 0 3 0 2 2

1 1 1 2 0 0

2 2 3 2 0 0

表8.18 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

(2，2，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 1 3

3 0 3 0 1 2

0 3 0 3 1 2

1 0 3 0 2 2

1 1 1 2 0 0

3 2 2 2 0 0

表8.19 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

(2，3，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 1 3

3 0 2 0 1 2

0 2 0 3 1 3

1 0 3 0 2 2

1 1 1 2 0 0

3 2 3 2 0 0
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９.結論

本稿では，折り紙の教育的効果と同様に，論理的思考力

を養うための離散数学教材としてグラフ理論の以下のよう

な問題が有効であると考え，特に が３～６の場合につい

て考察を行った。

問題：３以上の任意の整数 について， を頂点の数が

で，辺の数が ＝3 －6となる極大平面的グラフとす

る。このとき，辺の数がすべて －2であるような３個の任

意の木 ， ， は にパッキング可能であるかどうか。

結果は以下の⑴～⑷のとおりである。

⑴ ＝3の場合，３個の任意の木 ， ， は にパッ

キング可能である。パッキング例は表5.3に示している。

また，極大平面的グラフは表5.1に，木は表5.2に示して

いる。

⑵ ＝4の場合，３個の任意の木 ， ， は にパッ

キング可能である。パッキング例は表6.2に示している。

また，極大平面的グラフは表4.4に，木は表6.1に示して

いる。

⑶ ＝5の場合，３個の任意の木 ， ， は にパッ

キング可能である。パッキング例は表7.2～表7.5に示し

ている。また，極大平面的グラフは表7.1に，１型の木は

表4.7に，２型の木は表4.5にそれぞれ示している。

⑷ ＝6の場合，パッキング結果は以下の表9.1～表9.2の

とおりである（〇が可，×が否）。パッキング可能な場合

の例は表8.15～表8.20に示している。パッキング不可能

な場合は定理１～３において，『なぜ不可能なのか』とい

う理由を，グラフ次数列問題の考え方を使って数学的に

示した。また，Ａ型の極大平面的グラフは表8.1に，Ｂ型

の極大平面的グラフは表8.2に，１型の木は表8.3に，２

型の木は表8.4に，３型の木は表8.5にそれぞれ示してい

る。

今後の課題は以下のとおりである。まず，上記「問題」

の解（パッキング可能な場合は一例を提示する，不可能な

場合はその理由を数学的に証明する）を考察することによ

り，論理的思考力を養うことはできるが，論理的思考に関

する一般論 についても簡潔に解説する必要がある。また，

「ダイヤカット缶の問題」を科学的思考方法の枠組みに落

とし込んだ ように，上記問題を科学的思考方法の枠組み

に落とし込み，その方法論に基づいた授業方法を確立する

必要がある。

また， ＝7，8，....と の値を大きくしていって，教材の

ボリュームを増やしていかなければならず，そのときのグ

ラフやパッキング例の表現方法を開発する必要がある。

さらには，実際の授業で本教材の有効性を検証すること

も今後の課題である。

表9.1 ６頂点からなるＡ型の極大平面的グラフの

パッキングの可否

木の型 パッキング

の可否

1 1 1 ×

1 1 2 〇

1 1 3 〇

1 2 2 〇

1 2 3 〇

1 3 3 〇

2 2 2 〇

2 2 3 〇

2 3 3 〇

3 3 3 〇

3 3 3 〇

表9.2 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

パッキングの可否

木の型 パッキング

の可否

1 1 1 ×

1 1 2 ×

1 1 3 ×

1 2 2 ×

1 2 3 〇

1 3 3 〇

2 2 2 〇

2 2 3 〇

2 3 3 〇

3 3 3 〇

表8.20 ６頂点からなるＢ型の極大平面的グラフの

(3，3，3)-パッキングのパッキング表

点番号

0 3 0 1 1 3

3 0 1 0 1 2

0 1 0 3 2 3

1 0 3 0 2 2

1 1 2 2 0 0

3 2 3 2 0 0
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