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半無限系表面グリーン関数の高精度計算

宮田　考史（情報工学部情報工学科）

Accurate Computation of Surface Green’s Functions for Semi-infinite Systems

Takafumi MIYATA (Department of Computer Science and Engineering, Faculty of Information Engineering)

Abstract

We consider computing surface Green’s functions for semi-infinite systems. In particular, we target the functions on multilayered
periodic structures, which play an important role in the design of nano-scale electronic devices and in solid-state physics. To compute
the functions, one has to solve the eigenvalue problem of particular matrices. This problem is small-scale but difficult to solve due to
numerical errors. Starting from the observation that perturbations added into the matrices cause inaccurate computation, we consider
an approach to addressing the numerical issue.

Keywords Electronic states at surfaces, Eigenvalue problems, Accurate algorithm

1. はじめに

本稿では，半無限系表面グリーン関数の計算を扱う．特に，
多層周期構造における関数の計算を対象とする．表面グリー
ン関数はナノスケールの電子デバイス設計や固体物理学に
おいて重要な役割を果たす．例えば，伝導特性を解析するに
は，原子のタイトバインディングモデルを用いたアプロー
チにおいて，グリーン関数法が広く用いられている．この
手法を利用するためには，原子構造や電子軌道と併せて，表
面グリーン関数が必要である．また，量子伝導デバイスの
トンネル電流を評価する際にも表面グリーン関数が利用さ
れており，トンネル磁気抵抗素子 1) や，トンネル電界効果
トランジスタなどの例がある．なお，トンネル伝導特性は，
リカーシブグリーン関数法，Kubo–Landauer公式 2, 3) を用
いて，表面グリーン関数から計算される．

上記のように，表面グリーン関数は，伝導特性の解析や
トンネル電流の計算に有用である．これらに加え，表面グ
リーン関数の特徴は，関数から表面付近の電子状態密度が
得られる点である．電子状態密度は，電子構造の解析に必
要であるが，関数の計算結果を検証する際にも役立つ．物
理的には，電子状態密度は非負の値であるため，もし計算
結果に負の値が含まれていれば，表面グリーン関数の計算
精度は低いため，様々な物理特性の数値シミュレーション
に用いることはできない．

表面グリーン関数の計算手法の開発は，文献 4, 5) が詳し
い．特に，Umerskiのアルゴリズム 6) は，物理的な近似を
用いることなく，関数を計算可能である．このアルゴリズ
ムを用いた電子構造の解析例としては，文献 3, 7) がある．

Umerski のアルゴリズムは，3 つのステップで構成され
る．最初のステップとして，解析対象の物理特性を反映し
た正方行列が生成される．次に，この行列の固有値問題が
求解され，最後に固有対の計算結果から表面グリーン関数
が求められる．

Umerski のアルゴリズムを用いて表面グリーン関数を計
算した場合，その計算結果が物理的な制約を満たさない例
が報告されている 8)．具体的には，第 1ステップにおいて
数値誤差から行列に摂動が加えられ，第 2ステップにおけ
る固有対の計算結果に影響を与える．この変更された固有
対を用いて，表面グリーン関数が第 3ステップにおいて計
算される．このような関数から計算された電子状態密度は
負の値を示すことがあり，その場合，関数の計算結果に多
大な数値誤差が含まれている．
本稿では，表面グリーン関数を高精度に求めることを目

的として，Umerskiのアルゴリズムに対する修正を述べる．
修正の方針は，数値誤差による摂動が行列に加算されるこ
とを防ぐことである．具体的には，第 1ステップにおける
行列の陽的な生成を行うことなく，行列の固有対を求める
ことを考える．このようなアプローチによって，単層構造
の表面グリーン関数を高精度に計算可能であることが示さ
れた 8)．ただし，その適用範囲は単層構造に限られる．本
稿では，多層周期構造に適用可能な高精度アルゴリズムを
扱う．
本稿の構成は以下の通りである．2 節では，表面グリー

ン関数を計算するための Umerskiのアルゴリズムを紹介す
る．3 節では，高精度計算を目的としたアルゴリズムの修
正について述べる．最後に，4節でまとめを述べる．
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本稿で用いる記号を以下に定義する．

• 自然数 i, j に対して，i% j は iを j で割ったときの余り
をあらわす．

• 複素数 zの虚部を Im(z)で記す．

• 与えられた自然数 n に対して，n × n 単位行列を I と
する．

• n × n零行列を O，長さ 2nの零ベクトルを 0とする．

• 与えられた一続きの行列において k 番目の行列を Gk

とあらわし，その (i, j)要素を gk(i, j) と記す．

• 行列 Gの転置および複素共役転置は，それぞれ GT,G∗

とあらわす．

2. 表面グリーン関数の計算

電子構造を解析するため，半無限系表面グリーン関数の計算
が必要である．ここでは，多層周期構造を扱い，表面グリー
ン関数を G，層の周期数を m と記す．例えば Fe は m = 1
であり，最近傍タイトバインディングモデルにおける Si，
GaAs，グラフェンは m = 2の例である．
まず，Gの定義を示すための準備を行う．j = 1, . . . ,mと

して， j 番目の層に対応する入力行列の組を {Tj,Hj} とす
る．ここで，Tj は n × nの正則行列であり， j + 1番目の層
から j 番目の層への中間層の飛び移り積分によって与えら
れる．なお，T∗

j は，j 番目の層から j + 1番目の層への飛び
移り積分に対応する．また，n × n行列 Hj は，オンサイト
のポテンシャルエネルギーおよび飛び移り積分を含んだハ
ミルトニアンによって与えられる．ここで，

Vj := (ε + ε0
√
−1)I − Hj ( j = 1, . . . ,m)

とする．ただし，ε は対象とするエネルギー状態に対応す
る実数であり，ε0は微小な正の数である．一般に，i番目の
層は，入力行列の組

{Tk,Vk}, k = (i − 1)%m + 1

に対応する．
上記の元に，半無限系における表面グリーン関数 G は，

リカーシブグリーン関数法によって与えられる．すなわち，
次の関数列

G1 := (V1 − T∗
1 G2T1)−1,

G2 := (V2 − T∗
2 G3T2)−1,

...

Gi := (Vk − T∗
k Gi+1Tk)−1

において，i → ∞のときの G1 を，Gとする．

Umerski は，MÜobius 変換を行列形式に拡張することで，
Gの計算法を提案した 6)．Umerskiのアルゴリズムは，物理
的な近似を用いることなく，G を計算可能である．このア
ルゴリズムを用いて，電子構造を解析した例としては，文
献 3, 7) がある．アルゴリズムの概要を以下に示す．

Umerskiのアルゴリズム 6)

入力： 上記のように，m, {Tj,Vj}mj=1 を与える．

ステップ 1： 次の行列方程式をそれぞれ解く：

M1, jTj = I ( j = 1, . . . ,m), (1)

M2, jTj = Vj ( j = 1, . . . ,m). (2)

ただし，M1, j,M2, j は n × nの解行列である.

式 (1)，(2) の解行列を用いて，次の 2n × 2n 行列を生
成する：

Mj :=

[
O M1, j

−T∗
j M2, j

]
( j = 1, . . . ,m). (3)

式 (3)の行列を用いて，次の 2n × 2n行列を生成する：

M := Mm · · · M2M1. (4)

ステップ 2： 式 (4)の行列 M の標準固有値問題を解く：

Mx = λx, x , 0. (5)

ただし，λ ∈ Cは固有値，x ∈ C2nは固有ベクトルであ
る．以下，(λk,xk)は，固有値の絶対値 |λk | が k 番目
に大きな固有値と対応する固有ベクトルの組をあらわ
す（k = 1, . . . , 2n）．

ここでは，x1, . . . ,xn が必要であり，これらの固有ベ
クトルを並べてできる行列を

[x1, . . . ,xn] =
[
X1

X2

]
(6)

と記す．ただし，X1, X2 は n × n行列である．

ステップ 3： 次の線形方程式を解く：

GX2 = X1. (7)

ただし，Gは n × n行列である．行列 Gを用いて，次
の実数が定義される：

γi := − 1
π

Im(g(i,i)) (i = 1, . . . , n). (8)

出力 G は表面グリーン関数の計算結果であり，実数
γ1, . . . , γn は Gから計算された電子状態密度である．
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物理的には，式 (8)の電子状態密度は非負

γi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)

である．もし負の値が 1つでも含まれていれば，Gは低精
度の計算結果であることを示す．このような数値誤差の悪
影響が生じる例は，文献 8) で報告され，アルゴリズムの修
正が示された．この修正版アルゴリズムは，物理的な制約
条件を満たした表面グリーン関数を計算可能なことが実験
的に確認された．ただし，アルゴリズムの適用範囲は，単
層 m = 1の場合に限定される．本稿では，多層 m ≥ 1に適
用可能な高精度アルゴリズムを扱う．

3. 高精度計算

前節で述べた数値誤差について，その発生要因を次のよう
に考える．

ステップ 1：式 (4)の行列 M を計算する際，数値誤差が摂
動として M に加わる．

ステップ 2：行列 M の固有対の代わりに，摂動された行列
の固有対が計算される．

ステップ 3：固有対が変化したことで，表面グリーン関数
Gも変化する．

具体的には，以下のようになる．

ステップ 1： 線形方程式 (1)，(2) を数値的に解くことで，
解行列 M1, j,M2, j ( j = 1, . . . ,m) に数値誤差が加わる．
この誤差をそれぞれ ∆M1, j,∆M2, j と記す．

上記の誤差により，式 (3)の Mj は，Mj + ∆Mj に変化
する．ただし，

∆Mj =

[
O ∆M1, j

O ∆M2, j

]
( j = 1, . . . ,m).

従って，式 (4)の行列 M は，下記の行列に変化する．

M + ∆M := (Mm + ∆Mm) · · · (M2 + ∆M2)(M1 + ∆M1)

なお，数値計算を行う際には，個々の行列積の演算に
よって生じる数値誤差も摂動項 ∆M に累積する．

ステップ 2： ステップ 1 の結果，M の代わりに M + ∆M
の固有対が計算される．そのため，式 (6)の X1, X2 は
真の行列から変化する．

ステップ 3： 式 (7)より，X1, X2 が変化したことで，G も
真の行列から変化する．

上記より，G を精度良く求めるためには，∆M の影響を
回避することが重要である．そこで，行列 M を陽的に生成
することなく，M の固有対を求めることを考える．具体的
には，ステップ 1, 2を取り除き，別の演算を以下のように
構成する．
我々は，式 (5)の代わりに，次の固有値問題を解く：

A2mA−1
2m−1 · · · A4 A−1

3 A2 A−1
1 x = λx, x , 0. (9)

ただし，次の 2n × 2n行列を定義する：

A2j−1 :=

[
I O
O Tj

]
( j = 1, . . . ,m), (10)

A2j :=

[
O I
−T∗

j Vj

]
( j = 1, . . . ,m). (11)

式 (1)–(3)，(10)，(11)より，以下の等式が成り立つ：

Mj = A2j A−1
2j−1 ( j = 1, . . . ,m). (12)

式 (4)，(12)より，式 (5)の固有値問題と式 (9)の固有値問
題は同一である．よって，式 (5)の代わりに，式 (9)を解く
ことで，表面グリーン関数の計算が可能となる．すなわち，
ステップ 1, 2の代わりに，式 (9)の求解を行えばよい．こ
れにより，行列 M の陽的な生成が不要となる．
式 (9) の固有値問題を解く際，係数行列の積を求める必

要はない．つまり，個々の行列に対して，それぞれ変更を
加えることで，固有対を計算可能である．実際，次の変換
を行う 2n × 2nのユニタリ行列 Q1, . . . ,Q2m が存在する 9)：

Q∗
2j−1 A2j−1Q2j = R2j−1 ( j = 1, . . . ,m), (13)

Q∗
2j+1 A2jQ2j = R2j ( j = 1, . . . ,m). (14)

ただし，Q2m+1 = Q1 であり，R1, . . . , R2m は上三角行列で
ある．ここで，

R := R2mR−1
2m−1 · · · R2R−1

1 (15)

とおくと，Rも上三角行列である．式 (13)，(14)より，

R = R2mR−1
2m−1 · · · R2R−1

1

= (Q∗
2m+1 A2mQ2m)(Q∗

2m−1 A2m−1Q2m)−1 · · ·
(Q∗

5 A4Q4)(Q∗
3 A3Q4)−1(Q∗

3 A2Q2)(Q∗
1 A1Q2)−1

= Q∗
1(A2mA−1

2m−1 · · · A4 A−1
3 A2 A−1

1 )Q1

= Q∗
1MQ1.

よって，Rは M の相似変換である．すなわち，Rの固有値
は，式 (9)の固有値 λに等しい．また，Rの固有ベクトルを
yとおくと，式 (9)の固有ベクトルは x = Q1yである．以上
をまとめると，式 (13)，(14)の変換を求めた後，式 (15)の R
を生成し，その固有対 (λ,y)を求めることで，元の問題 (9)
の固有対 (λ,x)を求める．固有対を求めた後は，Umerskiの
アルゴリズムにおけるステップ 3を実行し，表面グリーン
関数を求める．
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本節で紹介したアルゴリズムを用いて，実際に表面グリー
ン関数を求めた結果は，文献 10)で報告された．特に，Umer-
skiのアルゴリズムが破綻する場合も，修正版のアルゴリズ
ムは，物理的な制約を満たした関数を計算可能であり，そ
の高精度性が実験的に確認された．なお，m = 1のとき，本
節のアルゴリズムは，文献 8) のアルゴリズムに帰着する．
そのため，本研究の結果は，アルゴリズムの高精度性を維
持しながら，その適用範囲を単層構造から積層構造へ拡大
したことである．

4. まとめ

本稿では，多層周期構造における半無限系表面グリーン関
数の計算方法を述べた．従来のアルゴリズムは 3つのステッ
プから構成されており，(1)正方行列の生成，(2)行列の固有
対計算，(3)固有対から表面グリーン関数を計算，が必要で
ある．このアルゴリズムは物理的な近似を導入することな
く，関数を算出することが可能であるが，計算機上で実行
した場合，数値誤差による精度の悪化が生じる．すなわち，
行列に対して摂動が加わることで，固有対が変化し，関数
の計算精度が低下する．この数値的な課題に対して，我々
は固有対の計算部分を再構成し，行列を陽的に生成するこ
となく，固有対を求めることで，従来よりも高精度なアル
ゴリズムを導入した．
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